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sCuantas horas hay . . . ? (2a. parte)

Volviendo al problema planteado originalmente en
la primera parte de este articulo (en el namero an-
terior de este Boletin), quiero calcular el nimero de
horas hébiles que hay entre la hora/fecha de en-
trada de un reporte h/d/m/a y la hora/fecha en
la que éste se soluciona h'/d'/m’/a’, considerando
que éste tarda alo mas un mes en atenderse. Sea t el
tiempo de reparacion. Determinaré ¢ considerando
tres casos en los que siempre a’ = a.

ler.Caso. m' = myd
t="h —h.

d. Aqui es inmediato que

20.Caso. m' = myd # d.Aqui se tienen que con-
tar las horas habiles usadas el dia d, mas las
horas habiles usadas el dia d’, mas las horas
hébiles de los dias que se encuentran entre d y
d'. Sea W el dia de la semana correspondiente
al dia d y sea s el nimero de fines de semana
entre d yd’, entonces 0 < s < 4y se puede ob-

!
tener como s = [w] . De esta manera,

t=(20—h)+ (h' =8)+(d —d—1—2s)-12.

3er. Caso. m’ # m. Aqui se cuentan las horas habi-

les del mes m mas las horas habiles del mes

m'.

— Sim = 2,4,7 09, entonces el mes m tie-
ne 30 dias, de donde, el niimero de horas
habiles del mes m es:

t1= (20— h) + (30 —d — 2sy) - 12,

donde s; = [2=4tW1] y 1/, = dia de la
semana correspondiente a d.

El niimero de horas hébiles del mes m/’
es:

tgz(h/—8)+(d/—1—282)'12,

donde s, = [%} y W, = dia de la
semana del dia 1 del mes m/'.

Por lo tanto,
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donde s; = [2=LtW1] y |, = dia de
la semana correspondiente a d y so =

/ ’
[‘H%Wz} y W, = dia de la semana co-

rrespondiente al dia 1 del mes m/'.

— Sim # 2,4,7,9y 12, entonces m tiene 31
dias y haciendo un célculo similar al an-
terior, se obtiene que

t=(20—h)+ (' —38)
+(B0+d—d—2(s1 +s2)) - 12,

donde s; = [¥=LtW1] y ¥, = dia de
la semana correspondiente a d y so =

4 ’
[‘H%Wz} y W, = dia de la semana co-

rrespondiente al dia 1 del mes m/'.

De esta forma se observa que usando un poco de
divisibilidad en los enteros, la funcién parte entera
y haciendo un poco de cuentas se pueden obtener
resultados que pueden ser de gran utilidad en pro-
blemas cotidianos.

Marcela Gonzdlez Peldez

Billares circulares

Los billares de los que hablamos aqui son un poco
diferentes a los que estamos acostumbrados, pues
no son billares rectangulares y solamente usaremos
una bola.

Segun las leyes de la mecénica, cuando una bola de
billar choca con la “banda” del billar, el angulo de
incidencia es igual al 4ngulo de reflexién. La igual-
dad de estos dngulos es verdadera para bolas de bi-
llar ideales, es decir como dicen fisicos: “de dimen-
siones despreciables en las condiciones del experi-
mento”. Consideremos entonces que una bola es un
punto mavil del que se puede seguir la trayectoria,
respetando las leyes de la reflexion.

Consideraremos mesas de billar de forma arbitra-
ria, cuando el borde o banda es curvo, la bola rebo-
ta conforme a las leyes de la reflexion es decir, que
en el punto de el dngulo de incidencia es igual al
angulo de reflexion respecto a la tangente a la cur-
va en ese punto y si la bola llega a un punto donde
no hay recta tangente, entonces supondremos que
ahila bola se muere.

Por ejemplo una mesa de billar puede ser un circu-
lo, un tridngulo o un cuadrildtero entre otras figuras
posibles.

Dado un punto P del billar, supondremos se
puede trazar la trayectoria que la bola recorre:
PP, P,P;....En caso de que la bola no caiga en un
punto anguloso, la bola se desplazara tanto tiem-
po como queramos. Puede darse el caso que la tra-
yectoria regrese a PP; ... en cuyo caso es claro que
la bola repite la trayectoria que ya se describi6, en
ese caso decimos que la trayectoria es periddica.
En términos geométricos esas son trayectorias que
describen curvas que son cerradas inscritas en cier-
to dominio D (la mesa de billar) y que satisfacen la
igualdad de los dngulos de incidencia y reflexion.
El billar con el que trabajaremos aqui es de forma
circular. Hay varias preguntas que nos podemos ha-
cer:

;Existen trayectorias periddicas? ;Cuédntas? ;C6mo
son? ;C6mo reconocerlas?; Por donde se desplazala
bola cuando recorre una trayectoria no periédica?

Consideremos un billar 3 en forma de disco, es de-
cir, con frontera o “bandas” circulares C'. Las trayec-
torias van a estar perfectamente determinadas por
la sucesion de puntos Py Py PoPsPyPs . . .

p
1
P,
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En cada uno de los puntos P; tenemos la igualdad
de los dngulos de incidencia y de reflexién. De esta
propiedad se sigue que los segmentos Py._; P, son
iguales, pues los dngulos Py_1PyM y P;_1 PN son
iguales de manera que Py_10P; v PyOP;,, tam-
bién, pues intersecan el mismo arco.

Asi que Py_1 Py es igual a P, P,_,. Cada vértice P;
se obtiene del anterior por una rotacién de dngulo
a 'y centro O, el centro del circulo. De manera que
P, se obtiene de P, por medio de una rotacién de
angulo na, de modo que la naturaleza de la trayec-
toria estd enteramente determinada por el valor del
angulo a.

Si o es conmensurable con 27, es decir si la razén
5- esracional, entonces la trayectoria es periodica.
Si 5- esirracional, la trayectoria correspondiente es
no periédica. En efecto, supongamos que a'y 27 son
conmensurables, es decir que o = ' - 27 con m
y n enteros. Entonces na = 2mr y si se hace una
rotacién con un angulo ne, se deja fijo cada punto
del circulo. En particular, si nos fijamos en los vérti-
ces se tiene que P, = Py, P,+1 = P;.... De modo
que la trayectoria es periddica. Si 7' es irreducible,
es decir si ”* no se puede reducir, la trayectoria co-
rrespondiente estd exactamente formada por n seg-
mentos Py, Py,..., P41, FPo,... Simesigualal se
obtiene un poligono regular de »n lados. Para m igual
a2 6 mas se obtiene un poligono estrellado inscrito
en un circulo.

Veamos que el reciproco es cierto: si una trayecto-

ria Py, P, P, ... es periddica, entonces a y 27 son
conmensurables. Por la periodicidad de la trayecto-
ria los vértices se repiten.

Pn:PO;Pn-‘rl:P17Pn+2:P2a-~-

Esto significa que después de una rotacién de na el
punto P, queda invariante, de modo que n« es un
multiplo de 27, de donde se sigue que & = 2.
Inversamente, si « es inconmensurable con
27 la trayectoria correspondiente estd formada
por una sucesion infinita de segmentos iguales
PyPy, PP, ... inscritos en el circulo.

Como los segmentos son todos iguales, sus puntos
medios estdn a la misma distancia del centro del
circulo y por lo tanto todos esos segmentos estdn
sobre un circulo C4, concéntrico a C.

Todos los segmentos de la trayectoria son tangentes
a ese circulo y la trayectoria nunca penetra dentro
de C;. Dicho de otra forma, la trayectoria esté ente-
ramente contenida en el anillo 4, determinada por
los circulos C'y C1.

Podemos ahora enunciar un teorema que nos da
propiedades de este tipo de trayectorias.

Si o y 27 son inconmensurables, entonces cada tra-
yectoria correspondiente al angulo «, en un billar
circular, es denso en todas partes del anillo A.

El término mdés importante en este teorema es
“denso en todas partes”, lo cual significa que la bola
de billar que sigue esa trayectoria pasara en algin
momento por cualquier parte del anillo, no impor-
ta que tan pequena sea. Es decir que si en el ani-
llo A nos tomamos una pequefia regiéon, podemos
asegurar que en algin momento la trayectoria pa-
sard por esa region.
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Consideremos la trayectoria Py, Py,... por lo que

Veamos la prueba de este teorema:

Sea PyP1P,... la trayectoria no periédica que
consideramos. Veamos primero que los puntos
Py, P1, P, ... sereparten de manera densa sobre el
circulo. Es decir que si { P, } = {Py, P1, P»,... } una
sucesion de puntos en el circulo tales que P11 se
obtiene de P, por medio de una rotacién de d&ngulo
central a. Entonces si o y 27 son inconmensurables,
la sucesion Py es densa en todas partes en el circulo
es decir que cualquier pedazo de arco contendr4 al
menos un punto Py.

Ahora tomemos un punto fijo P, sobre el circulo. Si-
guiendo sobre el circulo obtenemos nuevos puntos
Py, P,, ... todos auna “distancia a”, sobre el arco de
circulo. Después de un momento vamos a pasar al
punto F.

Entonces ya sea el punto antes de pasar a P, o el de
después, P, estd a una distancia 3 de Py que es me-
nor o igual §. Desde ese punto P, volvemos a ha-
cer el mismo namero de pasos hasta llegar al punto
P,, que dista 3 del punto P,. Podemos ahora con-
siderar que nos estamos desplazando de un dngulo
B (< 4) sobre el circulo. Definamos P, con respec-
to a P, de manera andloga a como se defini6 P,, con
respecto a Py, este distay < g del punto P, es decir
v < §.Asi haciendo k veces la operacion, sustitui-
mos la “longitud” « de inicio por la “longitud” ;.
Para k grande, esta longitud es tan pequefia como
queramos asi que no importa el pedazo de circu-
lo que tomemos, siempre caerd uno de los puntos
de la trayectoria en él. Por el momento tenemos
que los vértices de la trayectoria son densos sobre
el circulo. Consideremos Cs, un circulo en el anillo
A. Vamos a ver que existe una trayectoria que pasa
por al menos un punto interior de ese circulo.

Tomemos el arco de circulo M; M, sobre C deter-
minado por las tangentes comunes a los circulos
C1Cs. Es claro que la tangente a C; que pasa por
M’ un punto cualquiera del arco M; M, corta a Cs.

vimos antes hay un punto P de esa trayectoria en el
arco M, Ms, si de ese punto P trazamos la tangente
a (1, esa tangente es un segmento de la trayectoria
que interseca a C5 por lo que tenemos que la tra-
yectoria es densa en todas partes del anillo A.

Con esto podemos dar por terminado el estudio de
los billares circulares pero para el lector interesado
dejaremos en el aire una pregunta:

;Como son las trayectorias en un semidisco, en un
cuarto de disco? Se puede tratar de llevar este pro-
blema al estudio que se acaba de hacer sobre el dis-
co.

Carlos Bosch Giral

Problemas

1. Se corta un rectangulo de 20 x 30 de una ho-
ja cuadriculada. ;Es posible trazar una linea
recta que interseque los interiores de 30 cua-
drados del rectangulo?

2. Se escriben los nimeros naturales desde 1
hasta 64 en los escaques de un tablero de aje-
drez y cada ntimero se escribe una sola vez.
Demostrar que hay algin par de niimeros en
escaques vecinos tales que difieren en al me-
nos 5.

3. Se da un nimero de 6 digitos. ;Cuantos
numeros de 7 digitos existen tales que, al ta-
char un digito en ellos, se obtenga el ntimero
dado?

Oscar Chdvez

Puedes encontrar el Boletin de FICOM en Internet:
http://www.missouri.edu/"0c918/ficom.

Esperamos tus comentarios y sugerencias sobre
este Boletin por correo electrénico a la direccién:
inaquide@cueyatl.uam.mx.
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