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Billares convexos

En un articulo anterior publicado en este boletin
analizamos los billares circulares. En esta ocasion
vamos a estudiar qué sucede con las trayectorias de
una bola en una mesa de billar convexa en la cual
no hay puntos angulosos, es decir que la frontera es
suave, no tiene picos. Este tema ha sido estudiado
por un gran ntimero de matemadticos y los trabajos
que han producido no son elementales. Aqui s6lo
comentaremos un par de resultados interesantes.

1. Siempre hay un ntimero infinito de trayecto-
rias periodicas. Ademads existen trayectorias
periddicas formadas por n segmentos, por su-
puesto con n > 3. Este resultado se debe a
Henri Poincaré, matemaético francés de prin-
cipios del siglo xx.

2. En el caso general, al interior de un dominio
D con frontera C, la mesa de billar, se puede
encontrar una familia de curvas C; que satis-
facen la siguiente propiedad: si el segmento
inicial de una trayectoria es tangente a cier-
ta curva, los demdas segmentos que forman la
trayectoria son todos tangentes a una misma
curva C;. En realidad, lo que esos segmentos
determinan es la envolvente de esa curva que
se le llama cadtstica.

Cuando el dominio es un disco ya vimos que las
causticas son circulos interiores concéntricos.

Demostrar que existen causticas es siempre muy
dificil. Con argumentos realmente elaborados se
puede probar el andlogo a una propiedad que vi-
mos en el circulo: casi todas las trayectorias que son
tangentes a una caustica dada C; llenan de manera
densa el anillo que se encuentra entre C'y C;.

Los matemadticos probaron que las trayectorias de
billar en un dominio D y las catsticas de D estdn
estrechamente ligadas con lo que se llama la vibra-
cién de una membrana delgada con la forma de D.
Dicho de otra forma, si se fabrica un tambor con
la forma del dominio D donde el bastidor tenga la
forma C, los sonidos que emite ese tambor estédn li-
gados a las propiedades geométricas de las trayec-
torias de billar correspondientes. Usando ese andli-
sis se puede decir que se puede escuchar la forma
de un tambor. Ese es el titulo de un articulo impor-
tantisimo del matematico M. Kac.

Trayectorias minimas

Para construir una trayectoria sobre un billar en-
tre los puntos A y B con un solo rebote respecto a
la banda o borde M N, siendo éste una recta, basta
aplicar una reflexion.

Construimos el punto B’ simétrico de B, unimos A
con B’; el punto de intersecciéon de AB’ con M N es
un punto P donde la bola haréd contacto con M N
de tal modo que AP B es una trayectoria de tipo bi-
llar entre Ay B rebotando en M N.

B
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De esta construccién es claro que la trayectoria
APB es la més corta posible, ya que todas las tra-
yectorias AP’B con P’ sobre M N tienen longitud
AP’B que es igual a AP’ B’ por las propiedades de
la simetria. Por lo tanto la distancia mas corta entre
Ay B’ es la que estd dada por la trayectoria APB’
que corresponde al segmento de recta que va de A
a B’ y por lo tanto a la trayectoria APB.

Esta propiedad forma parte de un principio mas ge-
neral: la bola de billar escoge el camino mads corto
posible.

Este principio es el que se aplica en el problema del
granjero que aparece en el libro Matemadticas: Pe-
rejil de todas las salsas de R. Berlanga, C. Bosch y
J. J. Rivaud, publicado en México por el Fondo de
Cultura Econémica en 1999.

Nos podriamos plantear ahora el problema con
mas rebotes. Por ejemplo si MON es un angulo
agudo y Ay B son puntos al interior, para construir
la trayectoria de billar que sale de A, tocaa OM en
Py, tocaa ON en P,y pasa por B, lo que debemos
hacer es tomar A’, el simétrico de A respecto a OM,
y B’, el simétrico de B respectoa ON. Larecta A'B’
corta a OM en el punto P; que es el que estamos
buscando y alarecta ON en el punto P, de manera
que AP, P, B resulta ser una trayectoria de billar.

Sea nuevamente un angulo agudo MON y A un
punto dentro del dngulo, donde debemos colocar
dos puntos By C tales que By C estén en distintos
lados de MON (OM o NO) tal que el perimetro del
tridngulo sea minimo. Este problema no es méas que
un caso particular del problema anterior, en el que
los puntos dentro del &ngulo coinciden. Asi que po-
demos proceder de manera anéloga, tomando A’,
el simétrico de A respectoa OM,y A”, el simétrico
respecto a ON, y asi unir A’A” para encontrar By
como se indica en la figura.

Ahora estamos listos para plantear y resolver un
problema muy famoso, el problema de Faniano.

Dado un tridngulo M NL, inscribir un tridngulo
ABC cuyo perimetro sea minimo y cada vértice de
ABC esté colocado sobre cada uno de los lados de
MNL.

Primero, sin pérdida de generalidad tomemos un
punto fijo A sobre M N y apliquemos la construc-
ci6én anterior, asi tenemos un tridngulo de perime-
tro minimo empezando en el punto A. Ahora de-
bemos mover el punto A sobre M N para obtener
el tridngulo que tenga perimetro minimo depen-
diendo de donde esté A. Observemos que el hacer
la construccién anterior, la longitud de A’ A” repre-
senta el perimetro del tridngulo.

Ademas el tridngulo A’ L A” siempre va a ser isésce-
les ya que LA’ = LA = LA"” y el angulo A'LA”
serd el doble del angulo M LN, de manera que el
tridngulo LA’ A” siempre serd semejante a él mismo
cuando A se mueve sobre M N. La longitud A’A”
serd minima cuando LA’ = LA” sea minima, y co-
mo LA’ = LA” = LA el perimetro serd minimo
cuando LA sea minimo es decir cuando A sea el
pie de la altura por L. De modo que el tridngulo de
perimetro minimo se obtendrd cuando A sea el pie
de la altura sobre M N.
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Tiro de cuatro bandas

Ahora vayamos a uno de esos billares que conoce-
mos bien, un billar rectaingular KLM N y nos va-
mos a plantear el siguiente problema:

Tomemos dos bolas Ay B, ;hacia déonde tiene que
ser lanzada la bola A para que después de cuatro re-
botes sucesivos enloslados KL, LM, MN y NK lle-
gue al punto donde estd la bola B? ;Tenemos siem-
pre una solucién? ;Serd la trayectoria que busca-
mos siempre el camino més corto, empezando en
A, golpeando los bordes en el orden indicado y ter-
minando en B?

Consideremos el punto B dentro del rectdngulo
KLMN y tomemos simetrias sucesivas respecto a
KL,LM,MN y NK como se indica en la figura,
en realidad la primera simetria es respecto a KLy
la segunda respecto al simétrico de LM respecto a
KL, etc... Al hacer estas cuatro simetrias se obtie-
nen sucesivamente los puntos By, By, B3 y B,. Tra-
cemos la recta AB,, retomando las simetrias obte-
nemos los puntos Py, P>, P; y P, que determinan la
trayectoria AP, P, Ps P, B. Es claro que esa trayecto-
ria es el camino mas corto que lleva de A hasta B
tocando las cuatro bandas a lados de la mesa.

Observemos que el problema no siempre tiene so-
luciéon para cada posicién del punto A, el punto B
debe encontrarse en la zona de tiro correspondien-
te, que es la zona sombreada de la figura. Ademas
de que hay una zona muerta para B y hay otra para
A que es en donde no importa donde esté B, nunca
podremos alcanzarlo con una trayectoria del tipo
pedido. En las siguientes figuras estd sombreadas
esas zonas.

A
B A
Carlos Bosch Giral
Las raices de Newton

Un método muy efectivo para calcular raices cua-
dradas fue propuesto por Newton en 1674. Si bien
las ideas en las que se bas6 Newton apelan a
los rudimentos del Calculo, mostraremos aqui una
idea geométrica mas elemental. Para obtener la
raiz cuadrada de a, construiremos una sucesion de
rectangulos todos de area a y de modo que la ba-
se de cada uno de ellos se obtenga promediando la
basey la altura del rectdngulo anterior. Asilas bases
y las alturas se irdn pareciendo cada vez mas entre
siy, por lo tanto, los rectangulos se irdn aproximan-
do aun cuadrado de area a y delado /a. Mostremos
en un ejemplo cémo funciona el método.

Sabemos que 162 = 256. Calcularemos /256 = 16
construyendo rectangulos de area 256. Comence-
mos con uno de 64 x 4:

64

La base del segundo rectangulo se obtiene prome-
diando la base y la altura del primer rectdngulo:
by +h 4+ 4

by = 1—; L 6 2+ = 34. Para obtener la altura

hs debemos tener en cuenta que el rectangulo debe
@ = @ ~ 7,5 (enlo

by 34

que sigue aproximamos al primer decimal)

tener area 256. Esto es hy =

7,5

34

Como se puede ver, el segundo rectdngulo es «<mas
cuadrado» que el primero. Construyamos el tercer
rectdngulo:
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ba + ho 34475
b( = = ~ 2
3 2 2 078
256
hs = ~ 12,3
57208 ’

El cuarto rectangulo se parece aiin méas a un cua-
drado:

bz +hs 20,8+ 12,3
4 2 2 ’
256
hy = ~ 15,4
17 16,6 ’

El siguiente rectdngulo, con las aproximaciones he-
chas, da un cuadrado. Las figuras que aparecen
abajo ilustran estos ultimos céalculos.

15,4 16
12,3

20,8 16,6 16

En realidad, podemos prescindir de la construccién
de los rectangulos. Lo que interesa son los sucesi-
vos valores de las bases b,,. En el ejemplo, fijado b4,
la siguiente base se obtiene mediante

256
b1 +

b1+ hy b1 256
b = = = — b R
2 2 2 2\,

En general, si queremos calcular +/a, las sucesivas
bases de los rectangulos se obtienen mediante la
féormula recurrente

1 a
bn =35 bn
L) < * bn)

Por ejemplo, para calcular /5 a partir de b; = 1 te-
nemos:

1
1 5 7

by == (3+2) =< ~ 23333

3 2(+3) 37
1/7 15 47

b4—2(3+7>—21~2,2381

1 /47 105
bs = 3 (21 + 47> ==~ 2,236067
;El iltimo ndmero coincide con v/5 en sus primeras
6 cifras decimales!

Es interesante ver que esta misma idea sirve para
calcular raices cubicas y, en general, para calcular
raices n-ésimas. La idea consiste en construir hi-
perprismas de «volumen» fijo y de base hipercuibica
de modo que su arista se obtenga promediando las
aristas del hiperprisma anterior. Por ejemplo para

calcular /10, se construye una sucesién de prismas
de volumen fijo igual a 10 y de base cuadrada. Em-
pezamos con un prisma de base cuadrada de lado

1
ly =1yalturahy = 10 _ 10.

5 =
El siguiente prislma tiene base de lado
lo = 2113;}” = 4yaltura hy = g) = % = 0,625.
El tercer prisma tiene base de lado I3 = @ ~
2,875y altura hs = % = 1,2098.

3

Los siguientes prismas se van aproximado a un cu-
bo:

oy + h 10

=830 93109 by = 7~ 18580
4

l5 ~ 2,1659 h5 ~ 271316

lo ~ 2.1545 he ~ 2,1544

El valor de /5 coincide con v/10 en tres decimales. La
féormula de recurrencia para obtener la raiz ciibica

deaes
1 a
ln+1 = g <2ln + l%)

En general, la formula de recurrencia para obtener

%/a es
1 a

Observemos que la desigualdad entre la media
aritmética y la media geométrica, nos dice que
ln+1 < %/a para todo n. Ademas los I, van crecien-
do con n pues,

1 a
ln+1:lnm<m—1+m>2ln, n>1

n

De aqui se deduce que el valor limite de /,, (que lla-
mamos /) satisface

l=%(m—l+i)

lm

de donde ! = %/a.

Calcula v/2 a partir de /; = 1y compara el valor ob-
tenido con el que te entrega tu calculadora.

Juan Carlos Pedraza
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