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Ideas felices en la resolucion de problemas

Hace varios afios se popularizé entre los partici-
pantes de olimpiadas matematicas la frase feliz
idea para describir esas ideas que transforman un
problema imposible de resolver en una rutina de
cuentas simples que cualquiera puede hacer.

Un buen problema de olimpiadas siempre requiere
una idea no rutinaria. Pero nunca es imprescindi-
ble la feliz idea, porque el tiempo de la pruebas es
escaso, y el ganador es el que resuelve correctamen-
te la mayor cantidad de problemas, aunque sus so-
luciones no sean bellas. Por lo tanto, es sorprenden-
te que surjan estas felices ideas durante una prueba
de olimpiadas. Pero ocurre.

Un participante que tomé como costumbre sor-
prendernos es Fernando Pastawski, nacido en 1982.
Aqui mostramos algunas ideas que nos regal6 Fer-
nando, elaboradas en tiempo de prueba.

Problema 1. (Pretorneo de las Ciudades, 1998) En
un tablero de 5 x 5, del tipo del tablero de ajedrez,
se ha colocado el maximo nimero posible de ca-
ballos de modo tal que no haya dos que se amena-
cen. Demostrar que hay una sola ubicacion posible.

Solucién. Podemos lograr que
un caballo pasee por el table-
ro, visitando exactamente una
vez cada casilla del tablero de
5 x 5. Numeramos las casillas
siguiendo el recorrido del ca-
ballo en un tal paseo.

11241318 7

14 19| 8 |23 |12

9|2 |25] 6 |17

20 115| 4 |11 |22

311012116 5

Formamos la secuencia de las 25 casillas del ta-
blero. C1CyC3C,C5CsC7C3CoC10C11C12C13014C5
C16C17C18C19C20C21Ca2C23C24Ca5.  Si dos  ca-
ballos ocupan casillas consecutivas de la se-
cuencia, se amenazan. Si los caballos no de-
ben amenazarse, el méiximo nudmero posible
de caballos que se pueden colocar es 13, ocu-
pando los términos impares de esta secuencia.

Y si esta distribucién es bue- | 1 |24 (13|18 7
na, es la tnica posible. La dis-
tribucién es buena, pues si el
tablero se colorea comoelde |9 | 2 |25 6 |17
ajedrez, tenemos todos los ca- |20|15| 4 |11 | 22
ballos en casillas del mismo
color, y por lo tanto, ninguno
amenaza a otro.

14119 | 8 |23 |12

3 (1012116 | 5

Feliz idea 1. Formar la secuencia (con un nimero
impar de términos) de las casillas que recorre el pa-
seo del caballo.

Problema 2. (Olimpiada Matematica Argentina,
1998) La compania Cargo Sur recibi6 un pedido
para transportar varios containers con un peso to-
tal de 50 toneladas. Cada container pesa a lo su-
mo una tonelada, pero no hay informacion acer-
ca de cudl es la cantidad de containers; no se sa-
be si los containers son todos iguales ni se sabe
cudnto pesa cada uno. La carga total serd distri-
buida en varios camiones, cada uno con capacidad
maxima para 5 toneladas, que haran un viaje cada
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uno. ;Cudl es el menor nimero de camiones que
debe enviar la compaiiia para garantizar que toda
la carga serd transportada como corresponde?

Solucion. Representemos a los containers co-
mo segmentos que tienen una medida igual
a su peso. Si colocamos estos segmentos so-
bre una linea, uno a continuacién del otro, ob-
tenemos un segmento mayor, de medida 50.

O O P LA A Y

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Dividimos el segmento mayor en 10 partes igua-
les, haciendo 9 marcas. Si una marca cae dentro
de uno de los segmentos pequeios, separamos ese
segmento. De este modo, separamos a lo sumo 9
segmentos. Los containers que corresponden a los
segmentos que separamos pueden distribuirse en a
lo sumo dos camiones, 5 en uno y 4 en otro. El resto
de los containers pueden distribuirse en 10 camio-
nes, el primero con los containers que correspon-
den a los segmentos ubicados antes de la primera
marca, el segundo con los containers que corres-
ponden a los segmentos ubicados entre la primera
y la segunda marca, etc. Utilizamos asi a lo sumo
2 + 10 = 12 camiones. Es imposible garantizar el
traslado con menos camiones. Por ejemplo, si hay

79 containers que pesan % toneladas cada uno, ca-
da camién puede llevar un maximo de 7 containers,
pues 8- % > 5. El ntimero de camiones debe ser un
entero mayor o igual que

50 79
77570 — 7 > 117
79

por lo que son necesarios al menos 12 camiones.

Feliz idea 2. Visualizar los pesos de los containers
como una particion de un segmento de longitud 50
y marcar los segmentos de la particion que contie-
nen a los multiplos de 5, desde 5 hasta 45.

Problema 3. (Cono Sur, 1998) El alcalde de una ciu-
dad desea establecer un sistema de transportes con
por lo menos una linea de 6mnibus, en el cual:

I. cadalinea pase exactamente por tres paradas;

11. cada dos lineas distintas tengan exactamente
una parada en comun;

1. para cada dos paradas de 6mnibus distintas
haya exactamente una linea que pase por am-
bas.

Determinar el nimero de paradas de 6mnibus de la
ciudad.

Solucion. Llamemos p al niimero de paradas de
omnibus de la ciudad. Entonces el numero de
lineas de 6mnibus es

@P(Pl)

3 6

porque hay (g ) pares diferentes de paradas, y cada

linea une entre si a tres de estos pares (silas paradas
de una linea son A, B, C, entonces esa linea une A
yB,AyC, By(C).

Como todo par de lineas tiene una parada en
comun, sifijamos una de las lineas, todas las demas
lineas tienen una parada en comun con la linea fija-
daydos paradas que no pertenecen a la linea fijada.
Hay p — 3 paradas que no pertenecen a la linea fija-

. -3 —3)(p—4

da, y se requieren (p 5 ) = %
para unir todos los pares de paradas que no estan
en la linea fijada. No hay més lineas que estas y la
fijada inicialmente. Tenemos que sip > 3,

(r-3)p—4) . pp-1)
5 +1="—

lineas

Esta ecuacion equivale a 2p? — 20p + 42 = 0, cuyas
soluciones son p = 7y p = 3. Las dos son posibles.

Si p = 3, tenemos una so- F! P2 P3
la linea, con tres paradas. Si
p = 7, las ponemos en los
vértices, los puntos medios
de los lados y el centro de
un tridngulo equilétero. Las
lineas son los lados, las al-
turas y la circunferencia ins-
cripta.

Feliz idea 3. Es usual en es-

te tipo de problemas contar

algo de dos maneras diferentes, para sacar conclu-
siones, pero en este caso consiguié hacerlo las dos
veces en funcion de pares de paradas.

Problema 4. (Rioplatense, 1998) Un tablero cua-
driculado de m x n se ha cubierto completamen-
te con piezas de dominé (rectdngulos de tamafo
2 x 1), que no se solapan ni sobresalen de los bor-
des del tablero. Se consideran los cuadrados de ta-
mafo 2 x 2 formados por cuatro casillas del tablero.
Se dice que una pieza de domin6 sombrea un cua-
drado (de tamano 2 x 2) si cubre al menos una de
sus cuatro casillas. El nimero de piezas que som-
brean cada cuadrado de 2 x 2 puede ser 2, 3 6 4. De-
mostrar que el nimero de cuadrados sombreados
por exactamente dos piezas es mayor que el nime-
ro de cuadrados sombreados por cuatro piezas.
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Solucion. Por cada pieza de
dominé del cubrimiento, hay
al menos dos cuadrados que
estan sombreados por 2 o por
3 piezas.

En esta cuenta, los cuadrados

. sombreados por exactamente

C dos piezas se han contado dos

veces cada uno, una por cada

domind que los sombrea, y se

han contado cuadrados ficticios, con dos de sus ca-
sillas afuera de los limites del tablero.

Llamemos ns, ns, n4 al nadmero de cuadrados som-
breados por 2, 3, 4 piezas, respectivamente. Sea ¢;
el nimero de cuadrados sombreados por 2 piezas,
que se han contado dos veces, y e el namero de
cuadrados ficticios que se han contado. El niimero

. . 2 o e mn
de piezas de dominé del cubrimiento es B luego

mn .
g +nz = 5 2 —e; —eq. Esclaro que e esigual a
no, y 2 €s menor o igual que el nimero posible de

piezas que cubren dos casillas del borde del tablero:
m + n — 2. Entonces,

ng+ng =mn—ng— (Mm+n-—2)
y tenemos

(D

2ns +ng=>mn—m—n-+ 2.

Por otro lado, el niimero total de cuadrados de 2 x 2
del tablero es (m — 1)(n — 1), de donde

no+ng+ng=(m-—1)(n-1). 2)

Restando (1) y (2) miembro a miembro, resulta
ng = nyg + 1.

Feliz idea 4. Asociar a cada dominé dos cuadrados
sombreados por dos o tres piezas, sin prestar aten-
cién a lo que ocurre con los cuadrados sombrea-
dos por cuatro piezas. Una vez mas, estd presente
laidea de contar la misma cosa de dos maneras dis-
tintas.

Problema 5. (Torneo de las Ciudades, 1999) En un
tablero gigante de ajedrez se han marcado 2n casi-
llas de modo que la torre puede llegar a todas las
casillas marcadas sin necesidad de pasar por algu-
na casilla que no esté marcada. Demostrar que la
figura formada por las casillas marcadas se puede
dividir en n rectdngulos.

Solucién. Llamamos lado a la frontera entre dos ca-
sillas adyacentes, y lado interior a la frontera entre
dos casillas marcadas adyacentes. Para que la torre

pueda recorrer el conjunto de las casillas marcadas,
es necesario que haya al menos 2n — 1 lados inte-
riores. Cada lado interior puede tener orientacién
horizontal o vertical. Por el principio del palomar,
entre los 2n — 1 lados interiores, hay al menos n con
la misma orientacién. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que esa orientacion es vertical.

Si trazamos todos los lados y lados interiores del
poligono determinado por el conjunto de las casi-
llas marcadas, dividimos al conjunto en 2n cuadra-
dos unitarios. Cada vez que quitamos un lado inte-
rior vertical, desaparecen dos rectangulos de la for-
mal x ky1l x ¢,y aparece un nuevo rectangulo de
laforma 1 x (k 4 ¢). Es importante ver que por este
procedimiento s6lo se obtienen figuras de la forma
1 xm, lo que es cierto inicialmente, con la particién
en cuadrados unitarios. Cada vez que quitamos un
lado interior vertical, la cantidad de rectangulos se
reduce en 1. Al quitar n lados interiores verticales,
tendremos n rectangulos.

Feliz idea 5. Tener la osadia de intentar la des-
composicion utilizando exclusivamente rectangu-
los horizontales de 1 x k.

Patricia Fauring — Flora Gutiérrez

Cilindros con la misma superficie lateral:
3qué pasa con el volumen?

En estas actividades se estudia como se altera el vo-
lumen del cilindro al cambiar el radio y la altura
mientras se mantiene constante el drea de la super-
ficie lateral'. En matemaéticas es importante apren-
der a hacer razonamientos acerca de las cantida-
des involucradas en los problemas, y no solamente
operaciones con los niimeros que las representan,
para entender mejor la situacién. La notacién alge-
braica nos permite ver con mayor claridad la rela-
cién entre las cantidades, y entender el porqué de
un resultado que a primera vista resulta sorpren-
dente.

Materiales. Hojas de papel tamafo carta, cinta ad-
hesiva, material de empaque o palomitas de maiz,
un cartén o superficie plana, calculadora.

Toma una hoja de papel tamafio carta. Llama a a
la longitud del lado corto y b a la longitud del la-
do largo. Forma con la hoja un cilindro uniendo los
lados largos del rectangulo. Ahora corta una hoja
del mismo tamano a la mitad (la mitad del lado lar-
go). Extiende los dos rectdngulos y pega uno junto
al otro, para formar una sola tira rectangular. Con

1 Este articulo esta basado en parte en material presentado por Glenda Lappan en la sesién inaugural de la reunién anual del
National Council of Teachers of Mathematics, Chicago, abril de 2000.
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esta tira de la mitad de alto y doble de largo se for-
ma un cilindro chaparro y ancho (figura 1). El cilin-
dro estd formado por la misma cantidad de papel,
simplemente pegado de otra forma, por lo que la
superficie lateral es igual. En el primer caso la su-
perficie lateral es a x b, y en el segundo caso 2a x b/2,
de modo que son iguales. Pon el nuevo cilindro al-
rededor del primero. Llena el cilindro alto de mate-
rial de empaque o de palomitas de maiz. Al retirar
el cilindro alto el contenido se vacia en el otro, y ve-
mos que se llena sélo la mitad del cilindro ancho y
chaparro.

-

3Por qué se ven iguales? Nues-
tra percepcién visual del ta-
mafio de las cosas estd influi-
da fuertemente por la seccién
transversal que nos presentan.
En el caso de los cilindros,
cuando estdn en posicion ver-
tical ylos vemos desde un lado,
la seccion transversal esta da-
da por el 4rea de un rectangu-
lo formado por el didmetro del
cilindro yla altura. Verifica que
las dos secciones transversales
son iguales.

~—

Figura 1. Cilin-
dros con la misma
superficie lateral.

3Por qué son diferentes los volimenes? El radio
2

del primer cilindro es 2 el 4rea de la base —, la
2m ) dr

. El segundo cilin-

altura es b, y el volumen

. . , 2a a
dro tendré un radio dos veces mds grande, o =
s T

. b .. .
y una altura de la mitad 7 Sin embargo, el drea de
a\? a® .
la base es ahora (—) X = —, cuatro veces mas
s ™
grande que para el cilindro anterior, y aunque la

altura se redujo a la mitad, el volumen es igual a
2 2

a b a*xb ,

— X - = , dos veces més grande que el ante-
T 2 2T

rior.

Repite el proceso de formar un cilindro con la mis-
ma superficie lateral pero la mitad de alto. Cor-
ta una hoja en cuatro franjas, y pega los cuatro
rectangulos para formar una tira de largo 4a y al-
tura b/4. Forma un nuevo cilindro, y verds que éste
tiene un volumen todavia més grande. El nuevo ra-

2 b
dio serd =2 y la altura T El 4rea de la base del nue-
™

o 4a? 46> b a®xb
vo cilindro es —, y el volumen — x 1= ,
™

otra vez el doblg que el anterior. V@mos asi que ca-
da vez que formamos un nuevo cilindro del doble
de ancho y la mitad de alto, el volumen se duplica.
Podemos organizar la informacion de manera sis-
tematica en una tabla. La expresion de los volime-
nes por medio de letras nos permite ver por qué el
volumen se incrementa cada vez por un factor de

2. Asi, en principio, con la misma superficie lateral,
podemos tener cilindros de volimenes tan gran-
des como queramos. Este resultado es sorprenden-
te y fascinante para muchos alumnos. El volumen
es una funcion lineal del radio del cilindro.

°
b
ke
£
k)
23
= 1 @]
Y0} —
=) g% o )
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o} 13} 3}
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o ~ o =
o = = < =5
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SIE|E g 3
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a a a“b
a b — — Vi=—
2 47 47
b a a? a’b
2a | = — — Vo=—=2V
2 s s 2
b 2a 4a? a?b
4a | = | — — Vs = — =4V
4 s s ™
b | 4a | 16a® 2a%b
8a | = | — Vi= =8V
8 T s T

Tabla 1. Relaciones entre las cantidades.

Nota que en esta actividad trabajamos con cilin-
dros sin tapa. Si bien la superficie lateral se mantie-
ne constante, las tapas que faltan tienen areas cada
vez mas grandes conforme el cilindro se hace mas
chaparro. Un problema muy diferente es estudiar
c6mo cambia el volumen de los cilindros mientras
se mantiene constante toda la superfice exterior del
cilindro, esto es, contando la superficie lateral y las
dos tapas. En el caso de incluir las dos tapas, el vo-
lumen es una funcién ciibica del radio, pero en este
caso so6lo se tendran un intervalo de valores posi-
bles, dentro del cual se alcanza un méximo.

Conclusién. Una ventaja de estas actividades es
que los alumnos, sorprendidos por los resultados,
muestran interés tanto en la férmula para el volu-
men del cilindro, asi como el analisis de las canti-
dades involucradas, y el uso de simbolos algebrai-
cos para estudiar la situacién. Es importante que
los alumnos aprendan a tratar con las cantidades
como objetos matemadticos que tienen interés por
si mismos, y no inicamente como nimeros con los
que operamos para obtener un resultado.

Glenda T. Lappan — Alfinio Flores Pefiafiel

Puedes encontrar el Boletin de FICOM en Internet:
http://www.missouri.edu/~0c918/ficom.

Esperamos tus comentarios y sugerencias sobre es-
te Boletin por correo electrénico a la direccion:
0c918@mizzou. edu.
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