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���
�k����-��¦�)���)_�y�*	���� % ��-����`��-�� % ���}�)�*���(¨9¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ *

 z¨�û xz�{����L�~�
	����
�����
���
�����)�~�)	����U��t��)_������_��	����b	����Á�)��*���}µ % �}+�� % �L�,�z�,�)��� §¦	��
¿�³§F�
� % �����
�
���_��¨ m ��¥��n_��-(ÑÒ�!�}|z�{j�~�����L����n�� % 	��������Á�)��L���ª	��y���
�*n��]��-b	�� ¹ ��	��)��t¡���
�)��o�
�����o��tZ�
	��¥� % 	���	��³��¨¢¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ û�û

 z¨ý ² % �W§F�{j���,�¦-�	¸�����)���Þt¡�����)_��ÿ����!���	��
����
�����)����¨Ð¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ û��
�_¨�û m ����)��*�����*� % �}+~�����¦�����
�¥� % �]��-������~tZ+�	��_�)�~�
	����Lt¡�����)��v����/

6
�z�}�{��_��-��*���q§¦	��)

�)���	�����	�������+����}�)���*� |Q1〉 p |Q2〉 ����- |Q3〉 ¨ ¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨  �#
�_¨ý ���zµl/&µ �����`����-��=����-������ % �}µ -����k����-_�����=�������	�����	���Öë�

1/2
��

1/2
����/

3
¨÷¨v¨y¨o¨v¨  �#

�_¨�� ®���]�j���
	��
���q�k���³§F�������)_�y�¯|_����������-�+~���
	��~�)	����j� % Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+vaYÖë²wb®�������
��	�����t¡���
�)��ot¡���*�
���¥�����_���)	��xaR²c�yb������~���
	�t¡���
�
���L���������
	��xa $ ²wb�� % 	������]�����¦��tZ�)��!���������
�
�
��	�����¨k¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨  2?

+�	



�_¨�� · �
���
���k�]�¯|z�`���_������	����
���*�¥�o��tF�)���� % ���}�)�
���zµ³��_�������Á����n_� % 	������������,�{����� g ¨ m ��
�³§®�v��n��,+����������*�
���
�k����-L�
�v�)_���¯|��~�����*���*n % �E§¦	��
L��� % ���)�� Q2

�¥��-��<aY���
����� % 	����_b¯p
���P�k���) Q2

����- Q3
�
�}�{��	�����-y	����)_�h�
���{� % �&���]	 % �)����	����(¨ m _� % 	������ë���
�E�¦�
�]�z���
���-

¹ ���)���
��o-j�~�{�z¨_¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ �_û
��¨�û ®�*���*�)� % �,�)�*n����
n��
�Ç��t Õ � Õ 	z/

2
�~��_	���¿�
���]�`���)�~�
n��
�~¨�\��M^ m �� % ��§?�
���]�`���)�~�
n��
�

�*�
�
n��}�)n��*��	��&���_�{��	�����-�����-�	��*�)���*�)	����¥�
�� Õ 	z/
6
�z�}�{��_��-��
��� % �����L�)_� % ���_� Õ 	¶µ{/�µ

Õ �wµl/�µ Õ 	w�k����-o�
��W§¦�y	����
�� ¹ ��n��*��¨ m ��h�L�~�������
	��Z���
-����
	�����	��P�~���
	�µ×t¡���
�*���¥�������}�)	��
�³���`� $ ����-��)_���³§®� �³���k���q��t Õ 	�µ Õ 	=�}|z�{j�������Ç	����)���)���}�)	������ JF ����- JAF

���
�
�
��W§¦�(¨ m _�L�
���-���-b� % ���_�]	��y�
��]� % ���_�]�~t®�)_�L�{j���*���]-������*	��³�Á� % ���y	��ª²¢	���¨L z¨
m ����*j��-���- �*º�nj���
�L	��b�
���n����k���!�`���,�)	����b��t��
�� ¹ ��n��
���*��W§¦���)�� Õ 	�µl/�µ Õ 	¶µ{/
� % �~º�n_���
�
��t¡�����)_� 90◦ �¯|z�{j�������v���¦-�	��
��n_�
�
��-�	����
����)�¯|z��¨ ¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ ��#

��¨ý r&���_�
	��³��µ×t¡n������
	������ % � % �����
�
����������-��Et¡���E�
��������
	�t¡���*�
���¥�����_���)	�� Õ � Õ 	0/
2
���_�{��	�����-

t¡�
��� �)��"|�Ö�x_r $�} ´ |���� % ��n % �~�
	����_��¨ m �� % �W§�µ �
���]�`���)�~�
n��
�Ç���*���*�)� % �*�
�
n��}�)n��*�
§¦	��
Á�³§F��t¡���*��n % �qn��_	��)�y	����)_�¥n��_	��y��� %�% §��~�!n��*��- 	��Á�
��L��� % ��n % �~�
	����±¨ m �� eg�j����-_�c���
�®�
� % 	��Z���s���Z�)��¦²j���*�¥	 % �}+�� % -�n��F�)���)_��~�����zµ m � %�% ���»�~��-��}|z�{j���_����	����)���,µ
�����
	����_��¨ m _�&Ö�x_r $ ��� % ��n % �w�)	�����§¦	��)_��n_�h�)���®��n % ����� ´ �����*�
�����)	����]���
��-�n��������
�
	��¥	 % ���ë�j���_-]�,�)�*n����
n��
�~pz�¯|_�����_�h�
j�~�c�)_� % �W§®���*�h�

g
�j���_-ya e1g ↑ b�	��c�����»�����]� % �}�)� % �-����)���{���-�t¡�
��� �)_�y�*���,���~tZ�
��o�

g
������-���pj�
���*n % �
	�����	������]���)� %�% 	��=�j����-��*�
�
n��}�)n��*��¨ �!?

��¨�� /����}µ � % �����
�
����r&�����
	��)	����,µ ��t¸µ,x��)�~�)����t¡���¦�����)	�t¡���*�
���¥�������}�)	�� Õ � Õ 	0/
2
¨ ¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ �21

��¨�� ®j���*���}µ -������*	��³���������)��n��*��t¡�����
��v������n���	���- Õ 		a¡�
g
b��j����-_�&���_�)��	��_��-�t¡�
�����
�� % �~µ

�s� % �
��	��zµ³-������
	��³�U���_���
�s|z	��¥�~�)	����U���_-G� % ���*�)��-U���Ð�
��Ç�
���-���-G� % �����Ç�
_��§¦�G	��
²¢	��_¨���¨�û�¨ m ���� % �����Ç�������)��	��_�q�`���
��)�� Õ 	�µ{/�µ Õ �wµl/&µ Õ 	=����-U�
���ü�" ◦ Õ 	¶µ{/�µ Õ 	
�
n��k���*�}|z�{j���_�������~�)���¨ m ��=-j���*���-zµ % 	������
�����)����� % ��	���-�	��s�~�
���¢�
���~�����zµ m � %�% ���»-�	��,µ
�)���,�)��- Õ 	0/

6
�����{�~���-��*���(¨ $&%�% Õ 	�aY-�b����
��	��{� % ��	��ã�)������,���*�{� % ���
�����
	������)��-Á� % �����

�)����
���]��-�	��*���}�)	����Ç	���-�	��s�~�
	����]�)����*�~µ³��� %�% ��-tH t¡���*�
��-�	��,�)���*�
	�+��!|!���*��	��)� % ���
-����
	�����p
	��_t¡���
�*��-qt¡�
���9�)��o����n_�)�*�����
�s�w�
�)���
	������}|z�`���
	��¥�����
��¨]\��jpk#_^ ¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ ��ü

��¨ý# ����-�� % t¡���Z�
���ü�" ◦ Õ 	�µl/�µ Õ 	��¯|_�{���������	����
���
�����
	����y§¦	��)_	��!�
�� % �s������¨�/��`�������
�*��§¦�
�
�����
���
�����v�)����� % ����¨Lr&��n�� % �¯µ ���*�
�W§F��-(p�-j���*���- % 	��_���o	���-_	��s�w�)��+�	��,�)nj� % ���
�������
�
���
§¦	��
 �
���������_	�������t=�)�� e1g � % �����
�
������t¡�*���D�
�������	�����`���*	����ã�
�)���_�
	��
	�����µ³�]���{� %
�~�)���¥�®�
�]�
����s|��z�����ã�w�)������	�+�	����!�
	��*���)���)���t¡���
�
���L���������
	���	����
���
�����
	����(¨ ¨o¨v¨ �� 
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��¨�* $ �
��
���}µ �
	��
���]��-�� % t¡���h�)_���¥�������}�)	��=�¯|z�{j���������`�}�³§®�����q�)_� % �W�����*��¨ m ��=+z	��*�
nj� %
������_	����y�`�}�³§®�������_	��{��� % �~��-L�*�z-�	�n��Ü������n��
�h+�	¸���)��=	����)���
�]��-�	��~�)�¦�s|��������L�~�)����p
§¦�	��{ 	��]�
��� % ������- 	�� �)����¥��-�� % ��� ��� �'3`�����
	�+���-�	��
���}�]�������	����b�k���³§F�������)��
��	��{�~� % ���_-��
��o�W|����������
	��)����¨0¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ ��?

��¨�? ®���]�j���
	��
��� ��t��
��ã�
���
n % �)���~t��)����`���*�)n_�
�j�~�
	���� �)������*�¿ØcºN¨�aC��¨�û� 2b�§¦	��
¿�)��
�}|_���}�¦�
���*n % �
��p����_�{��	�����-q���¥�)���-�	���������� % 	]s�~�
	�������tZØcºN¨ka6��¨�?2b}p_t¡���®�)��&	����)�
�wµ % �W�����
�}|z�{j���_��� JAF ¨E£Z���)���]���
���*���~�
��� Ud = Us = 5 ��������- ∆ = 1 ���!¨ ¨v¨y¨y¨v¨o¨y¨ #�"

��¨�1 ����-�� % t¡���]	����)���,µ �
	��
���
n��k���*�}|z�{j�������ã§¦	��) ���*��	��)� % ���
-_���
	����b-_	]3`���
�����¥t¡�*���:�)��
���
-_���
	�����t¡��� Õ � Õ 	z/

2
¨ ¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ #zû

��¨ ü ² % n_���)n��~�)	�����~���_�zµ m � %�% ���F-�	��,�)���,�)	�������të�)_� Õ 	0/
6
�����)�����-��)������-��
����������
��º�n_�����

-�	��*� % �~�����]�������~tF�
�� Õ ��	����(¨ m ���-j���
_��-b�*º�nj���
�]���*��n���- Õ 	�a,û8b&	���-�	����~�)�����)��
n���-�	��*�
���*�
��- Õ 	z/

6
�z�}�{�����-��
����§¦_���q�)�� eg ���*��	��)� % �����
j�~���*	��
��	������¥�z�³��p_§¦�	 % ��)����*� % 	�- �
º�nj���*���]	���-�	��s�~�
���)��.~���_�zµ m � %�% ����-_	��*�
���*�
��- �����{�~���-��
��§¦_��� �
�� Õ 	

�~�)���¥�h���*���z����n��_	���-]��������� eg � % �����)�*�����s���{±¨ m �����n����
nj�~�)	����o-�	��,�)���,�)	������c��tk�)��Õ 	z/
6
�����{�~���-��
�¥	����
n��
��	���-�n_���o�)��y�¥�~�)	������~t¢�)_�!	����
���
�]��-_	¸�~�
���
��-�	�n����~�)����p

§¦�	��{Ç	��&�]�z-_� % ��-������
���� % ���}�)�*���zµ³�_��������ã�&���]	 % �)����	���� He−ph
����-_	��
��n��
�*��-�	��

�)����
�}|��s¨ ¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ #� 
��¨�ûW"UØc�����*��� ��t��)���²c� �~��- $ ²Å�*�)�~�)����n��
	����ª�
��
���ã-�	q3±���
�����L�¥�}�)���-����ã�!b]Ø¢|_���}�

-�	¸�~�����j� % 	���~�)	�������th�)���t¡n %�% p`n����)�)�~���*t¡���*�¥��-��&���]	 % �)���_	¸����Øcºk¨�aC��¨�û���b¯p(��b&Ø¢|_���}�
-�	¸�~�����j� % 	���~�)	����b��t=�)_��Öë�����wµ ²¢	��
�
�W+ �&���]	 % �)����	���� H̄ aRØcºN¨"��¨���#2b¯p®�~��-¿��b m _�
t¡��n��,�)zµ ���
-������k���,�)n��*�j�~�
	������
������*�������)_��Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+��&���]	 % �)���_	¸��� H̄ ¨ · �ã�)��
�}|_���}��-�	¸�~�����j� % 	���~�)	������]���)_�z-(pk�)��!�&���]	 % �)���_	¸���q	����)�*n������~�)��-Ç������������	����q��� % �
� ¹ ��	��
�=��n��!�`���F��t`�������������pz�¥����	����o�*n��
�=�)j�~�E������+����*�����_������t`�)��¦���*��n���-�µ³�*�)�~�)�
�������
����j�����k�����ª�~�{�	��}+���-ª���o�Lt¡n��_���)	����Ç��th�)_����n_���`������tE������_������¨�/&t¤�)���Á���
t¡��§Ó������� % � ¹ +����_��������_�¥�~�
��������-���-±¨ Õ ���)�q�
j�~���)_����Öë² �������*��� 	���� % §®�s�z�
���k��+����)����¯|��~���E�������
����p�t¡���
�]	�������+~���*	¸�~�
	����j� %�% �W§®���c�`��n_��-]�
���)������*��n���-�µ³�*�)�~�)�
�������
����¨ã£Z���)���]���
���*�!n��*��- ����
���~�
���

~ω = 100 �¥���!p t = 0.1 ����p Ud = 5 ����p
Us = 2 ����pN�~��- ∆ = 5 ����¨ ¨v¨y¨y¨v¨o¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨o¨y¨ *_û

��¨�û�û £ % ���¢��tN�)����¯|_�{��������¦	����
���)�~���)	���� JAF ���c�&t¡n����}�)	�������tN�)���� % �����)�*���zµ ����������]����nzµ� % 	�����¨ JAF �
���L��	����=� % §®�s���&�����
	�t¡���*�
���¥�����_���)	���pj��nz�&	��)�¦�L�~����	��
n�-��o	��¦-������*�s���*��-§¦	��
ã	������
�����
��-Ç�*�)�*�����~�) λ �~tc�)���� % �����)�*���zµ ����������Ç����n�� % 	��_��¨�£Z���)���]���
���*��n��
��-
���
���
��o�)���]�o�����)_�y�_�
��+�	���n�� ¹ ��n��*�o�}|z�����_��t¡���

~ω ¨ ¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ *� 
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��¨�û� �£ % ���¥��t��)_���}|z�{j�~�����Ç	����
���)�~���)	���� JAF �~�q�ªt¡n����}�)	����¿��t��
��ã� % ���}�)�*���zµ³�_��������
����n_� % 	����Ç�*�
�
���_���) η pE§¦	��) λ = 0 p®���_�)��	��_��- t¡�
���0-_	¸�������j� % 	]s�~�
	����ª��t=�)���t¡n %�%
�&���]	 % �)���_	¸���!ØhºN¨�aC��¨ý zû8b¯¨c£¢�~�)���]���
���
�F���*���

~ω = 10 �¥���!p t = 0.1 ���!p Ud = 5 ����p
Us = 5 ����pN�~��- ∆ = 1 ����¨ ¨v¨y¨y¨v¨o¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨o¨y¨ *+�

��¨�û_�Ur&���k���_-�����������th�)����¥�����_	��)n_-��!��tc�
���	����
���,µ � % �~�j���=�}|z�{j������� JAF ���ã�
����¥���
���t��)_�q	����)���
�]��-�	��~�)�¥� % �w� % 	E�~�)��� t¡���!�
����j�~�)���]���
���
���
~ω � ûW"��]����p t = 0.1

����p Ud = 5 ���!pF�~��- Us = 5 ����¨ ∆ 	����)�� Õ 	��
� Õ �Á�{����
�����)�
�����,t¡�����������
���
����- δ|JAF |/|JAF | ≡ [|JAF (m)| − |JAF (Na)|] × |JAF (Na)|−1 ¨ $ �*�L� %�% ��� ∆
	������
�����
���h�
��c�jn��}�)nj�~�
	�����	�� Γ p��
�n_�E����j���_��	��_�y�
�� % �~�*�)	�������3±�����)�E�����¥�������}�)	��*�
����-�	��
��n_�
�
��-ã	����
����)�¯|z��¨>¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨y¨y¨y¨v¨y¨v¨y¨y¨v¨y¨o¨v¨ *�#

#z¨�û xz�{����L�~�
	��v�
���_�
���*�����{�w�)	����Á�~tE�
����¥�������}�)	��!�k� % ���*���(¨ m _���������)	���n���n�� % �~�
�
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�������*��� % ���Ü	��¥�o�)��*���=-�	��]���_�
	����j� %
% �w�
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���*+���-��¥�������}�)���*���
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n % �~�)���®�)�
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Õ �
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¬ o_+®����C¯±°�²�³���®�´MµI��®:o�¯0®¶�C
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�¯µ
�
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$
s´Mµxo_+®����C¯±°}¨

º �)���y¾)p m ��Çü�" ◦ �}|z�{j���_���Ç�`�}�³§®�����Uj� % t¸µ ¹�%�% ��- ���
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�q��_�������]���_� % ����	��s� % �*n % ����j�s+��q�_�
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	����_������-b� % �����
�
����	��¥§®�s+��
t¡n����}�)	����(¨¥����-b�¥�s�Ç�k�¥�¯|_� % ��	�����-Á�
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� % ���}�)�
	����{����
���~¨ m �������n�� % 	��_�ª�k���³§F�����G� % �����)�*����	������_- % �~�*�)	�����-������
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§F�&�������
	�-����h�)����
	��¥� % ���¥��-�� % �~tP�v�*� % 	�-¥�*��W§¦��	��L²¢	��_¨Fû�¨ý z¨ $ ���,���*�{� %�% 	����¦�
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§®�W+���t¡n����}�)	������ ϕi �)���k�&_	��� % ��-������������)�~�
��-�n��&�
�v�
����*���]�¥�}�)�*	��=�j�~�)n_�
�&�~tP�)����*���*�
����¨F�=�W§�µ
��+�����pF�*���¥�L��t��)����
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�
���������*�
	����
�
��-�n�����-�	��q�)��o�*���,�)����pj�)�n��¦�{j���_��	������
�� % �z��� % +~� % ��������¨ m ��y	��
	������)������� % ���}�)�*������§¦	 %�% �)_���
������n_���Á���_�¥��tF�)��]���]�_�³� eg ���
��	��{� % ��pP�)�n�� % 	�t¤�)	������)��]-������������)���}�Á��t®�
��¥� % �����)�*����	��]���
��	��{� % ��¨
m �	��¥j�~�L�k�����¿�
��W§¦��t¡�
��� r&�����*	��³� ²jn����}�)	����j� % �s� % ��n % �~�
	������G\�û��8^¦§¦����
���
���� % ���}�)�*����	��q§®�s+��
t¡n����}�)	��������~�
��n��_-¥�)_��²j���*�¥	N���_���
�~�¥��W+��o����a d bE�{j�~�)���}�)���E§¦	��
��*�
�
�����v��z�_�
	�-_	�s�w�)	����]§¦	��)L�
��
/�a p b=���*��	��)� % ��aY�
���!²Z	���¨�û�¨��!b}¨ m ��!���
���
���_������tc�
��!	��)	��_���)�~����� % ���}�)�
����§¦	 %�% �s��n��*�!�)_�!-������������)���}�
��tF�)�� eg ���
�_	��{� % ���)���k� % 	�t¤�)��-(pP§¦�	��{b	��y���
�*�z��	¸�~�
��-Á§¦	��)ª� % �W§®���
	��_����tF�)��]�*���]�¥�}�)�,����t��)_�
���,���*�{� % t¡�*���Ó��n���	����)�]���*�
����
_������	���¨

É ÆÇ��°��<´l½x�6³�� É�Ê ÿË´M®Ìµxo_+®����7¯���µ − $ n��*��t¡n % �}|z�k���
	��¥�����{� % ���
���`�¥��t��)��¥� % �����
�
����µ³����������
����n�� % 	�����	��o�s|z	�-����ë	��(�)_�c	��
�~�)���k�c�'3`���}�sp�§¦����*�E+�	��_�
����	��»����n�� % 	�����	��P�]��-�	 ¹ ��-������)��h�
n_���*�
	��)nz�)	����
��t 16 /÷���L	��
����s�s+�	�����	��*���)���`� 18 /�¨ m ��������*���*+~�~�
	����q�~t¢�~�q	��
�~�)���k�&��3±�����_\¶û��jp`û�#M^(�����)����{j�~�
���¯µ
���*-����*	����ª���
	��)	��s� % �
���]�`���)�~�
n��
����t������*�)��	��U�� ' �¥�~�
���
	�� % ��	���-�	��s�~�
��- �
���	���+�� % +����]�����¥��t��)_�
% �w�
�)	�����	��]�
��¦�L�~�������
	����_�
���k���,�)	����h��t±�
����*��	��¥�k���*�)�����c�����¥�k��n���-_��¨ m ��¦	��
���
���`�¦��3±�����E�
��º�n_	��
���
t¡����	��)��	����
���*���
�}�{�~�
	����q��-����
���
	��z�)	����q��të�)��o������
	����¦	���+�� % +�	����v�)��oº�nj�����)n_��µh�]���{�����	���� % �j�w�)n��*�
��tZ�)��y��n�� % �s����§®�W+��vt¡n��_���)	����(¨ m j�~��	���§F�!��n��,�=�������*	�-����=�
��y-_���j���]	����¦��tZ�)�� % �w�
�)	����o���_-�n��*�
�)_�yº�nj�~���
n��?�]���{j���_	��s� % -����*���*	��_�
	�����aY�_��������_��b���t % �~�*�)	����&+�	����
�~�)	�������¨

©Ð�	 % �������
	���� % �&�]�z-�� % -����
���
	��_	������)_������z�*	����=�¯|z	��*�
��pj	���	����_��§Ã���������
� %�% �L�k� % 	���+���-;\¶û_*8^(�)j�w�
�
n_�{b���Ç��3±�����y���*	��*�!t¡�
��� �����¥� % �}|�	����)���)���}�)	��������k���³§F�����ª-�	q3±���
�����o-_�����*�������~tEt¡�*����-�����¨y©Ðj�w�
�¥���������
�	��q���*��� % ��� -�	�Ô]��n % ��	��q�)j�w���_� �*	���� % �Ç-������
���Á��tvt¡�
����-���� �*�����¥���)� -����]	��j�w�)�ã�)_�
������
	�����po�*� �)��~���
�)��-_	��)	����j� % �¥�}�)���-����
n_�{÷�����`���*�)n_�
�j�~�
	����Ð�)_�����,��p�j�s+�� % ���*��� % �¿tY��	 % ��-Ð�
�
-����
���*	��k���)_�ã�}|z�k���
	��¥�����{� % �����*���*+~�~�
	����_��¨ · �Lj�������W§ �k�������¥��� % �����¥�
j�~�L	��¿���
-����L�)� �¥���~�
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	����

�)��-_�����*	��³��t¡n��_���)	����j� % �)������*��¨ m ���-�	¸�~���)���9�
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�o	��Ç�
�	��o���*�s�q��tF�����_-������*��-ª�L�~�*�)���&§®�]��n��,�o-���+�� % ���ª�]���
���-����)j�w�y���
����� % ���)�q�
�
�s�w�
�)_��-�	]3`���*������	����)���
�����
	����_�!��� �~� ��º�nj� % t¡�z���
	����_¨ · � �
�	��y§®���*�Nph����- 	��b���
-����v�
�ã�����]��n_�
�L�)_�
�¥�������}�)	��y�}|z�{j�~������p`§®���¥���~�!n��*����t»�
��Å�E���*	¸�~�
	����j� % Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+��¥�}�)���-�§¦_	��{Ç	��=�
_��§¦�ã�
�
��	�+��������z-��*���
n % �)��t¡���¦��§¦	�-��o�)����������tZ�
��o� % �����
�
����µ³���������������n_� % 	������*�
�
���_���)(¨

Í 
7!o+®�¯qÎ_o+�7¯±´M®d´l½��0³��vÄ�³�����¯�� − · �ª�{j���_�
���o�³§®���)����]���
��z-_�yn_�
��-ª	����)�	��o-�	��*�
���,�{�~�
	����Á���*�
-�	��
��n_�
�
��- 	�� -����)��	 % ¨ · � �j���,�)	���n % �~��p¢§F�q��	�+����ã-����)��	 % ��- -_���
���
	��_�)	���� ��t��)_���E���
	��~�)	����j� % Öë�����~µ
²¢	��
�
�W+]�����)_�z-(p����_-L���_� % ��	��c�)�v���
	��]� % �¦�&���]	 % �)����	����(¨(©ª�=� % �*�y�¯|z� % ��	��]�
��¦n��
�=��t`�)��]ÿ����!���l��

���*�����)�~�Ü§¦�	��{q	��®�y����-���§F��-��}+�� % ���k��-�����-¥§¦����
�&��n��
�k���*�&	��h�)�!�����]��n_�
���)_�&���*��n���-zµ �*�)�~�)�=��t
���*���*�
��� ��t Õ �~�
���]��§¦	��) N �~�)���¥�¦���_- M ���
��	��{� % ���`���¦�
	��
��¨ $ ���}|_���]� % �o��t¢��W§Ì�)��n��*�v�
��
����-��o	��¦� % �
�����*���*�����)��-(¨

· ���{j���_�
�����)��*����§F���*�)n_-_���)_�y� % �����)�*���zµ ����������q����n�� % 	��_������§F� %�% �����)��o	��
���
���`�&�'3`�����¦	����
�³§F�~µ³�*	��)�o�,�z�,�)����¨ m _�v���*��� % ����	��=-_	��
��n��
�*��-ã�����
��-��������³§F�~µ �
	��
�!�����]	 % �
����	��������_-�	��¦	��¦�
��W§¦�
�)��~���)_������n_� % 	������
	�����	 ¹ �s����� % ��-������
�����
���y�
����¥�������}�)	��!�}|z�{j�~������¨ · �Ç�{j���z�)�����³§F��p(�
����'3`���}�
��t��
���-_���j�~�¥	��s� % ~������µ m � %�% ���o����n�� % 	��������b�)�� $ ��-_���
�*���zµ³�&���*�����s§®�ã-���n�� % �L�¯|_�{���������	��b�)_�
�¥���������_	��)����	����,�)n�-�	���-�	������³§F�~µ �
	��
�o�¥��-�� % �)����	�����	����
�]��������n������
��o-���n�� % �o-������������)���}���~t¢�)_�
eg
���*��	��)� % �¦�~��-��
���	��=����n�� % 	������
�]�
��
���!��tZ�)��!����/

6
�����)�����-_�
����+�	����
�~�)	����j� % �]��-����Åa Q1

p Q2
p

����- Q3
b}¨vmF���) �¯|��~����-�	���������� % 	]s�~�
	����Á����- �
��qÖë�����wµ ²¢	��
�
�W+Ç+~���*	¸�~�
	����j� % �]���
���- �������*�����{����

���*��n��
��-(¨c©b� ¹ ��-q�)j�w�®�)_������n�� % 	��_�v�)���
�� Q2
����- Q3

+z	����)�w�)	����j� % �¥��-����F�
��-�n��������)���-_��n�� % �
�}|z�{j�~������pj§¦�	 % �&�
�� Q1

�]�z-_��	���	����'3`���}�)	�+���¨ m ��o	��
���
���`�&-����k����-_�������v��të�
��o-���n�� % ���}|z�{j�~�����
	����
���)�~���)	����q	��¦� % �
��t¡��n_��-��
���`�o�������
	��*�)�����=§¦	��)��}|z�k���*	��]�����)��¨

· � �{j�~�_�)����t¡��n_���)��Á� % �����
�
���_	��Ç�*�
�
n��}�)n��*�b�~��-Ã�¥�����_���)	��
� 	�� Õ � Õ 	0/
2
���
���*�
n�-�	���-Ðt¡�
���

-������
	��³��µ×t¡n����}�)	����j� % ��� % ��n % �w�)	������(���_-y�����*� % +�	������]�z-�� % �����¥	 % �
����	¸�~����p��
n��������*�
��-ot¡�
���Ð�)_�c-������*	��³��µ
t¡n����}�)	����j� % �
���
n % �)��p~�)��n��_-����*�*�{�~��-��)����¥�����_���)	��F�¯|z�{j�������~¨ m ���-������
	��³��µ t¡n����}�)	����j� % �s� % ��n % �~�)	������
§¦	��
�	��o�)_�wH ÖZxzr $Ç} ´ |F�~�����
�����{!��	�� % -���� % �s�����*��-!�����)	�t¡���
�*���L�~�������
	��c�*� % n_�
	�����§¦	��)vt¡���
�*�~µ³���*��	��)� %
���*-����*	�������t��)_� Õ 	�aY-�b����*��	��)� % �y���*	��
	�����t¡�
���>�)_�9~������µ m � %�% ���y-�	��,�)���,�)	����b�~�
��n��_-ª�)_� Õ 	 3+ 	����
	��ª�����*�����¥�����v§¦	��
ª�)_�¥���*��	��)� % ���*-����*	�����	��_t¡���
�
��-ªt¡�*���>����nz�)�
���b-�	q3±�
�����
	����(¨ m ��¥§F�s����t¡���*�
�~µ
�¥�������}�)	���	����)���
�����
	�����§¦	��
�	��q�
�� % �s�����Åa JF ≈ 1 �]����b�	��=����n��*��-ã���q�)_� 90◦

Õ 	¶µ{/�µ Õ 	±�}|z�{j�~�����
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t¡� %�% �W§¦	����Á�)��ªu��z��-�������n����µlEo���j���]���*	�µ $ ��-����
�
���¿�
n % ����p�§¦�	 % ���
��ã§F�s���~���������)	�t¡���
�*���L�~�������
	��
	����
���)�~���)	������`�}�³§®�����ã�)_� % �s�����
��a JAF ≈ −0.1 �¥����b�	����]��-_	¸�~�
��-�+z	��L� % ����� Õ 	¶µ{/�µ Õ �wµ{/�µ Õ 	±�*nzµ
�k���
�¯|z�{j�������¥�j�~�
(¨ · �b���
-����y�
���*���- % 	�����o�����)_�¥-�	q3±���
���������!�k���³§F����� Õ � Õ 	z/

2
���_-bÖP	 Õ 	0/
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§¦�	��{��
��W§Ð+����*�¥-�	]3`���*�������¥�����_���)	��¦�`��j�s+z	����
�F	��¥�
��	��)�&�~t(�)����
	��¥	 % ���*	��³���~t(�)���	��E���,�z�,�{� % �*�
�
n��¯µ
�)n_�
����p_§F���}|_���]	����=�)��&�'3`�����¦�~tP�)�������n�� % 	����v��tP�)_��� % �w� % 	N�~�)���ia Õ �!bh�¥���
	������)���
���� % ���}�)�*����	��
-������
��������t¢t¡�
����-���� �����)��v	����)���,µ % �s�����¦�¯|_�{�������� JAF ¨ $ �¥��-�� % �����¥	 % �
����	¸�~��	��=���
���`���*��-Ç�~��-
�
� % +���-Ç�����¯|��~����-�	���������� % 	]s�~�
	��������_-ã���ãn��*	����]�)��!+~���*	¸�~�
	������ % Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+��¥�}�)���-(¨=©b� ¹ ��-
�)��~���*��-�n���	������)��¥�L���*�!���ª����	��_��t¡�
��� Õ ���
�ÇÖP	F-������!�
��-_n����L�
����,�)�
�������
 ��t��)_�L�¥�������}�)	��
�}|z�{j�~������pj�_n_����� % �]���L�!�*�L� %�% �~�¥��n_����pz�*���)j�w�®�)_��-�	]3`���*��������	��L�L���*��� % �����=�s���q���~��-����
���*	��k�
�)_�y-_	]3`���
����������	��q�L�~�������
	����k��j�s+�	������`�}�³§®�������
����³§®�¥�����]�k��n���-���¨

· ���{����_�)��� ¹ +�� ©ª� �*�)n_-_�Ì�)_� �������*�����
	����Ç��t¥�
�� �
� % t¸µ×�)�)�~���`��- �L���������
	��b�k� % ���
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�]�k�o���
�}+����zµ³�*	��)��t¡���
�
���L���������
	��&�*����	����(pz�����]���
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��n_���)j�~�c�
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J = E↑↓ − E↑↑.
a× �¨  2b
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E(4)
n =

∑

i,j,k 6=n

VniVijVjkVkn
(εn − εi) (εn − εj) (εn − εk)

−
∑

i,j 6=n

|Vni|2 |Vjn|2
(εn − εi) (εn − εj)

1

εn − εi

+
∑

i6=n

|Vnn|2 |Vni|2

(εn − εi)
3 −

∑

i,j 6=n

VniVijVjn · Vnn
(εn − εi) (εn − εj)

[
1

εn − εi
+

1

εn − εj

]
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∑

σ
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t(c†1σcpσ + c†2σcpσ + (¨Ò��¨ ) + ∆npσ
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H1 =
∑

〈i,j〉

∑

αβ

tαβij
∑

σ

c†iασcjβσ + (¨Ò��¨ aR z¨�12b

H2 =
∑

i

∑

α

εiα
∑

σ

niασ
a× �¨ýü!b

H3 =
∑

i

1

2
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i

′∑

αβ

∑

σσ′

niασniβσ′
a× z¨�ûW"!b

H4 =
∑

i

1

2
JHi

′∑

αβ

∑

σ

(niασnjβ,−σ − niασnjβσ).
a× z¨�û�û8b
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���¥�������}�)	����~��-q�����)	�t¡���*�
���¥�������}�)	��=����� ¹ ��n��)�~�
	����_�®�
���j���
�~�)� % ��p
�)_�����)�������&�)��v-�	]3`���*��������¨ m ��!�³§F������� ¹ ��n��
�~�)	������&n_�
nj� %�% �q��� % ��-�	q3±����	����)_�!��n����k������tc� % ���¯µ
�)�*�������~to�s���{Ð�
�_	��(¨÷²j���¥�}|_���]� % ��	��¿�
��ã�¯|��~�¥� % �ã���k�W+��~p=�
��ã��n����k�����~to� % �����
�
�����¥t¡���L�)_�
�����)	�t¡���*�
���¥�������}�)	��&����� ¹ ��n��
�~�)	����q	����
��o�)���]��t¡������	��)_�����
�_	����<a N↑

e = 1, N↓
e = 1 b¯p_§¦�	 % ��t¡�����
��

t¡���*�
���¥�����_���)	�������� ¹ ��n��
�~�)	����q�)����
�y���*�����¥�*��	�� ↓ � % �����)�*�����<a N↑
e = 2, N↓

e = 0 b¯¨
m ��q	��zt¡���
�¥�~�)	����Á���k��n_�!�
�����n����k���!��t¦� % �����
�
���_��p»�)_����n����k������t¦�*	��
����pc�}�)�~¨Ç	��!�,�)���*��- 	��

���j��	��o��t®	����_n_� ¹j% ����a¡������t¡���o�s���{ �¥�����_���)	�������� ¹ ��n��
�~�)	����(pZ� Õ ¨ m £¢�wt=����- � Õ ¨ m £ct¡�Ib}¨ m ��
	��zt¡���
�¥�~�)	���� ���k��n_�]�)��ã_������	����b��n_�*�q�k���*n���� % 	���- þ³��� j����-zþ���� ��-�	��)	��_�ª�)_� ¹j% ��þ³��-�	���¨ÒtYü�"wþ
�k��t¡���*���
�������]��	 % 	��_������-��*n�����	����ª�
������*�����
����¨ m _�ã� % �����
	��)�� t¡�����)��¿ÿ��������	��
����
�����)���0	��
�
n_�¥�¥���
	]���-q	��q�)����j�W§F�{j���,�&�*��W§¦��	���²¢	���¨h z¨ý z¨ m ��o���*�z����-�n_�
�y	��¦����t¡� %�% �W§¦���
û�¨]ÿ����!���l��
����
���¦t¡�����)���+~� % n�����t Vpdσ
 z¨=²j�
��� �)_� · �_��n_��²¢	 % ����aR� Õ ¨ m £¢�wth����-�� Õ ¨ m £»t¡�Ib��*�s��-��)_�ot¡� %�% �W§¦	����
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Read Input Files

Form Basis Set

Form Hamiltonian

Find Ground State

Enter Vpd σ

²¢	���n��
�o �¨  z�h² % �W§®�{����*�=-�	������)�~�9t¡�����
���ÿ��������	��
����*�����
����¨
aR�2b Ns, M(i), N↑

e , N
↓
e

aY��bt/��zµ �
	��)�����_���
��	����
aY��b�®��n % ���!���~��-��=n���-(ÑÒ�¦�
n % �

�_¨=²j���*� �)_�<m®���
	��=xz���=	��q�
��o�z����n��j�w�)	�������n��!�`���=�*�����*���*�����{�~�
	����
��¨=²j���*� �)_�v�����]	 % �
����	���� H aRØcº���¨F z¨�1wµ  z¨�û�û8b
#z¨=²¢	���-��)_�!u��
��n���-�x��{�w�)������n��
	�������	��)����=Ö��~���G����=r&	¸�������j� % 	�s�w�)	����¥���¦²j��n_�*�)�µ{/��
-�����������µ
-��������_���)�w�)�y�`���*�)n_�
�j�~�
	������
������*��¨

Ñ�Òuö ÷ßæ�Û<å�ÚùøúÜ'Û�ã<Õ<Ý�Û¼û�Ü'üäÛ�Ú�Ü�ÕÅÝ

Ø¢|_�����y-�	��������j� % 	���~�)	����ýaRØhr�b��¥�}�)���-��o���*���)���þ³�_�
n_�
�}µ t¡���
���¯þ��]���
���-�����tF�
� % +z	������)_�]�_�
��� % ���
��t(�
��=� % �����
�
���zµ ������_���L����n�� % 	�����¨ m ���Öë�����'����F-�	¸�~�����j� % 	���~�)	������
�{_���]�&	��E�
	��¥� % ���y�¥�}�)���-]�
�
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���*	��������*���]�¥�}�)�*	����¥�~�)�*	�|¥	����
���)�
	�-�	¸�~�����j� % t¡���*��¨ m ��y��-_+~�����{������	�� ¹ ��-_	����]���j���*	����*���¦§¦����*�
�Ç�L�w�)�
	¶| 	����)�*	�-�	��������j� % 	����³§®�~µ×t¡� % -�� m ����¥���¥���*�ª�*�)���)�����q�*��º�n�	��
��- 	����������*	�-����)��� % � �*��-�n�����-
�����¥�j�~�
��-��
���)j�w����të�)���	���	��
	¸� % �¥�~�)�*	�|P����������� % �L�_����-_���)���
���¥�����`��� 2n− 1 ��n_���`���
��	����*�
�s��-
��t n(n+ 1)/2 ¨ · ���
��o�����k����-_	�|¥§®����	�+������_�
	��}të-����*���*	��_�
	������~t��
���Öë�����'�������n��]���*	���� % �*�{����]��¨
m ���Öë���_�G������¥�}�)���-ã�������
	��*�
����th�������*�
�
n��}�)	��_�q�L�j���*	��&§¦_���
�v�)���	���	��
	¸� % �*���¥�]���
�
	��!�¥�~�)�*	�|�	��
���*��n�����»	����)���
�
	�-�	¸�������j� % t¡���*��¨ë©ª�®�������
	�-����¢�&�
�}�»��tN���,�)��������
�¥� % �,�{�~�
��� |φj〉 , t¡��� j = 1, · · · , n p
	��¦	����)������
��§¦�
	��
���s���{��)�*	�-�	��������j� % �,�{�~�
� |ψi〉 �~��� % 	�����������������	����~�)	�������t |φj〉 �

|ψi〉 =
n∑

j=1

ci,j |φj〉 . a× z¨�û� 2b

Õ �W§ �������*	�-������)��y�&�~�¥	 % �)����	¸���¥��t��)��o�*���,�)���?	��q�)���t¡���*�

H = H0 +H1
a× z¨�û_�!b

�
n_�{ �����
�� |φj〉 ���*���)�����	������_t¡n����}�)	���������t H0
¨ · tF§F�����W§Ü�������
	�-���� H1

���y�q�`���*�
n��
�j�w�)	����(p(	��
�¥�W���k�!�k���*�
	�� % �o�)���~�����
�s|z	��¥�~�
�o�
��v�
�
n��v���
��n���-zµ �*�{�w�)�yn��
	������ % 	��_�s���¦��������	����~�)	�������tc��� % ���
t¡��§ |φj〉 ¨h²N���¦���]���*��-����)��	 % ��-q-����
���*	��_�
	������*��� ' �}t¡���
�������+\�û�1+^×¨

Ñ�Ò	þ ÿ Û�ô�ÜGÛ�Ú�Ü�ÕÅÝ�Û�û � Û¼Ý9ã����ÌÜ�ô��;Õ	� 
 áäÚ�à9Õ��
· �������_���)� % �)���� % ���}�)�*���zµ³�_�������������n�� % 	��������*��� % ���9	��������¦�*� % n_� % �~p_�)�s+��yt¡���F+����,���
	��¥� % �&�]�z-_� % �
�
	��������¯|_��	��
��-Á�*�{�w�)���y��tE�)�� % �~�
�
	��������
���k���
���_��pP§¦�	��{Á��	�+����o�*	��
���
��	�� ¹ ��	��)�¯µ³�
	]��������]	 % �
����	������
�)��~�����*��p(	��ã���������
� % pk	��]�`���
�
	�� % �o�)�L-�	¸�������j� % 	����+�	¸��þ³���*n_�)�¯µ t¡���*���}þ)¨ $ �k���*�
	�� % �!�*� % nz�)	������)�¥�)�	��
-�	 % ���]�¥��	����)���)�*n����s�w�)�o�)��v��	 % �k���*�¦�*�j�����!�j���*	���pN�
�����-�	¸�~�����j� % 	���&�)��y�
�¥� %�% �����¥�~�
�
	�������¨ m �	��
j���Z�)���-��
�s§¦�j���{�!�
j�~�»�
���������n��
�����v§¦	 %�% -����`����-������)����_�
��� % �����~�»�����-(p������
j�~�»t¡���»�����]� % �}|
�*���,�)���]�v�
����*�L	��y�_������`��t¡�����)�	��v�]���
���-Á�
�����{_	���+��L�*�s���*���j��� % �L�~����n_�)���}��¨ · �y	��y�`���
�
	�� % ��	��
�
���¥�y�s���*�v�
�L-�	��������j� % 	����+����*� % ���*���o�L�~�
�
	������¦n��*	����]�)��!Öë�����G������ % �����*	��
��Ó-����
���
	��k��-��s��� % 	�����p
��n_�¦�
����*�y�,�)	 %�% �*���¥��	��_�¦��t¡n_��-j���]�����{� %P% 	��]	��E�)���¯|��~���=-�	¸�~�����j� % 	���~�)	����¥�]���
���-���¨
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· ��	��E�
����*��t¡���*�&���������*�)���,�L�
�������_�
�����{¥�)��=���
��� % ���Þt¡�*���Þ�v-_	]3`���
����������� % ��¨ m ��k�E���*	¸�~�
	������ %
Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+ �¥�}�)���-U	��¥�)��ã��������	��j�~�
	���� ��to�)��ã+~���*	¸�~�
	����j� % �]���
���-¿§¦	��
Ð� n���	��)���*� �)�
����� µ
t¡���*�L�~�
	���� ��t&�)����L������µ³�k��-_� �&���]	 % �)���_	¸���(¨¿ÖP���sÑÒ�L�������*	�-����¥�)_���
	��¥� % ���,�������]	 % �
����	����b§¦	��

� % ���}�)�
���zµ³��_������������n�� % 	����

H = Hel +HEP
a× z¨�û���b

§¦����
�

Hel = t
∑

〈ij〉
c†icj + (¨Ò��¨ a× �¨�û�#+b

HEP = ~ω(
∑

i

b†ibi +
1

2
) + λ

∑

i

c†ici(bi + b†i ).
a× z¨�û_*!b

m ������*�����)�~�5��th�
�����Öë²U	��&�
� ¹ ��-Ç�)���n_��	��)���*���)�
�����*t¡���
�¥�~�)	���� U §¦_	��{�-�	¸�~�����j� % 	����� HEP
p

�)_���Ç���_� % ��	��_� U �
� Hel
§F� ¹ �_-��)��y�)���)� % �)�
�����,t¡���
�]��-��&���]	 % �)����	���� H̃ = U †HU ¨ $ �Ç���_���
�~µ

���*	¸�~�
�!+~���
	��~�)	����j� % �*�)�~�)���~tE�
���t¡���*� |Ψ〉V = |0〉ph 	��&�
������{����
���±pë§¦_���
� |0〉ph 	����
���������_���
+~����n_n���p�����-!�
����
���
n % �)	����������¥	 % �
����	¸�~� H̄ 	��Z�
������]	��_	��]	����-�§¦	��)!�
���*�`�����»�
���
���¥�®+~���*	¸�~�
	������ %
�j���
���]���)����¨»©ª�o���W§÷����� % ���*n��{ã���]���
��z-q�
�]�
��y���`�W+��v�����]	 % �
����	����(¨

©b�o�*j� %�%±% �����¥t¡����n_��	��)���*�¥�)�)�~���*t¡���*�L�w�)	������®��tZ�)���t¡���
�

U = eS a× z¨�û8?2b

§¦����
� S 	��L�~�������)	¶µ �=���
�]	��
	¸��� ���`���)�~�
���.a S† = −S b¯¨ · ��	��������
	 % � �
_��§¦� �)j�~�L���¿���
��	��)�
���*�
���k���
�~�)��� A §¦	 %�% �
�)���_�*t¡���*�����

Ã = e−SSeS = A+ [A, S] +
1

2!
[[A, S], S] +

1

3!
[[[A, S], S] , S] + ... aR z¨�û�1!b

©ª�y�{_�z���*���)���t¡���*�
S = α

λ

~ω

∑

i

(b− b†i )c
†
ici

a× z¨�ûWü!b
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§¦����
� α 	��E�o+~���*	¸�~�
	����j� % �j���
���]���)����p�����-¥����� % ��ØcºN¨  �¨�û_1��)�o�)_����_�������¥���`���)�~�
��� b pz����-�§®� ¹ ��-

b̃ = b− α
λ

~ω

∑

i

c†ici ≡ b− α
λ

~ω
n a× z¨ý �"!b

§¦����
�®§F��n��
�F�)���������-������
��-������{�w�)	������ n =
∑

i ni =
∑

i c
†
ici
¨ m ��®�
�)�����,t¡���
�]��-!��tj�)��®� % �����
�
���zµ

������������&���]	 % �)����	����L	����)����

H̃EP = ~ω(
∑

i

b†ibi +
1

2
) + λ(1 − α)

∑

i

ni(bi + b†i ) +
λ2

~ω
(α2 − 2α)n2. a× z¨ý zû8b

Õ �~�)�Ç�)j�w��t¡����� α = 1 p&�
��Á���k��+��Á�
�)���_�*t¡���*�L�~�
	����U-_�z����	���-�����- -_	¸�������j� % 	]����)��Á� % �����
�
����µ
����������]�&���]	 % �)���_	¸���(¨ · tk§F�����W§�n��*�¦�
����)�~�¥���]���
��z-��
���s� % ��n % �~�)�F�)����
�)�����,t¡���
�]��-�� % ���}�)�*����	��
�&�~�¥	 % �)����	¸���]§®� ¹ �_- c̃i = cie

−α λ
~ω

(bi−b†i ) pj���_-

H̃el = t
∑

〈ij〉
c†icje

α λ
~ω

(bi−b†i )e−α
λ

~ω
(bj−b†j).

m ��o���¯|z�=�,�)����	����
��Ç�E���*	¸�~�
	����j� % Öë�����wµ ²¢	��
�
�W+¥���
�����)���9	����
���{���~���)��o�s+����)�����y�W+������)���+~���*	¸�wµ
�)	����j� % �*�)�~�)� |Ψ〉V

H̄ = te−α
2 λ2

2~ω2

∑

〈ij〉
c†icj +

~ω

2
+
λ2

~ω
(α2 − 2α)n2 a× z¨ý � 2b

����-q�]	��_	��]	�����
��������*�
���
�k����-�	��������
��n���-zµ �*�{�w�)���������*����§¦	��
q�
���
�k�������
���)���+~���*	¸�~�
	������ % �j���)�~��µ
���
��� λ ¨

$ �=�)��!���`�W+��v�)�
�����,t¡���
�¥�~�)	�����-�	¸�������j� % 	�������)��v� % �����
�
����µ³����������ã�����]	 % �
����	����Lt¡��� α = 1 	��
�¥�W�¥�k�������_�
	�-_���
��-��}|_�����¦	��L�)_� % 	��]	��c§¦_���
� t→ 0 p�����-q	��®�)_���
�}t¡���
�������z��-q���_���
�s|z	��¥�~�)	����L	��
�)_���*�
�
�����!����n�� % 	��_� % 	��¥	���a¡�
����
�!�s� %�% ��-������)	�µ³��-�	����j�~�
	�� % 	��¥	��$b¯¨Z�=�W§®�}+�����pj	��L�
��&§F�s����µ ����n�� % 	��_�
���=��-�	����j�~�
	�� % 	��]	��F	��¦	��=�_���=� % �������)��~� S � % ��������	�+����=���
n�	��{��� % �o�������*�s|_	��L�w�)	����L�)���)��o���*��n���-�µ
�*�)�~�)���������*����¨�©Ð����ª�����
���~�)���o������n��)���}��	����*��º�n�	��*��-ª��tF�
����
	��¥� % �!�)�
�����,t¡���
�¥�~�)	���� S 	�����t¤�)���
�
n_��� % ���¥�����)��-Ð���¿�³§F� ��-�-�	��)	����j� % n���	��{���,� �)�)�~���*t¡���*�L�w�)	������ S2

���_- S3
¨ ' ��t¡���
����������\¶ûWü�p� �"J^

-�	��
��n_�
�
�����
�	��������
�o	�����n_�{��]���
��-_���{�~	 % 	����)��o�������
�}|�����tZ�
��y��� % �*�
��	����]�z-_� % ¨
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m �� ¹ �
�,�=�
�)���_�*t¡���*�L�~�
	����L	�����t¤�
�����{���~���

S2 = ξ
∑

i

∆i(b− b†) a× z¨ý +�!b

§¦����
� ξ 	��v��-�	��¥�����
	���� % ���
���������*�)�������~��- ∆i
���
��+~���
	��~�)	����j� % �j���
���¥�}�)���
�yn��
nj� %�% ��	����)���
���*���
��-

���En���	�t¡���
� % �~�
�
	�����-_	��
� % �������]�����)��¨ m ������k�W+��=�)�)�~���*t¡���*�L�w�)	����]-_���
���
	��`���F�)_�&�*���,�)���Þ§F� %�% 	��¥�)_�
��-�	����j�~�
	��]�
����	��]�]§¦_���
���
���� % ���}�)�*���zµ³�_�������� ����n�� % 	�����	��y§®����� �����¥�j�~�
��-ª�)���
��q������_	���� t ¨
m ��n���-����
�,�{����-Ç�
j�~�=§®�����~�)�v�
j�~���)��v� % �����
�
���(ÑÒ�����
�s�w�)	������~-����*�)�*n����
	����������]��n_�
�v§¦	��) S2

�~��-
���*�&�)����
�}t¡���
���_���¦�J3`���}�)��-����]�)���n��_	��{�~�*���)�
�����*t¡���
�¥�~�)	����(¨ m _������������q���`���)�~�
���®�����)����~�)����
j���_-����*���
���
�s� % ��-����

b̃i = bi − ξ∆i.
a× z¨ý J��b

m ����)�
�����,t¡���
�]��-��&���]	 % �)���_	¸���yaYn��_-���� S2
� % ���_�_b®	����
����

H̃ = Hel + H̃EP
a× z¨ý �#2b

§¦�	��{b§¦	 %�% �k�������z��- �~�����
�s|z	��¥�~�
	����Á��� % ��	�t H̃EP
	��v�*�L� %�% �����]�j���*��-b�
� Hel

p¢�
j�~��	��v	��b�)_�
�
�¥� %�% ����n�� % 	���� % 	��¥	��s¨

$ ���~�)����E�
�)�����,t¡���
�¥�~�
	������)��~�E	��E��t¤�)���¥n��*��-�	��c�)��=�
�~µ �s� %�% ��-�þ �
º�n����'���-zþ�����������L�*�)�~�)�¦�)�
����� µ
t¡���*�L�~�
	���� S3

���_-�j�~���)���t¡���*�

S3 = ζ
∑

i

ni(bibi − b†ib
†
i )

a× z¨ý +*!b

§¦�	��{ -����*���*	��k���!�
��L������
	�����t¡���o�)_�L	����
���
�]��-_	¸�~�
�¥�,�)�
�������
 ��t��)_�L� % ���}�)�
���zµ³��_�������ª����n�� % 	��_�
¨ $ -����)��	 % ��- -�	��*��n��*�
	����¿	����k��������-¿�
����*�����k����t��)�	��]�
����*	��¥����- §®��������	�� �*��t¡�����)_���
����-����
�)� ' �}t¡���
����������\¶ûWü_p® �"M^=t¡�����Á�¥���
���*�����	��*�
	��s�w�)��- -�	��*��n��*�
	�������t��
��.�E���*	¸�~�
	������ % Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+
���}�)���-(¨

û_1



Ñ�Ò� ø á�Ý��;Ü$Ú�� ��Ù�Ý�å�Ú�Ü'Õ<Ý�Û¼û���à�ácÕ�ô��
²¢	��
�*���_�
	��_��	�� % �Ç����o���¯0®�¯0�C¯±´ �]���)_�z-�����t!�����]��n_�
	���� �
��ª� % �����)�*����	��Á�,�)�*n����
n��
�Á��t����*���*�)� %�% 	����
�
� % 	�-_��j�s+����`�����ã	��ãn��
�vt¡���&� % �����]�)	��¥�~¨ ' ��������� % ��p(�~��-�§¦	��
��)_���}|z� % ���
	�������th�����]��n_�{�w�)	����j� %
�k��§F����p(�)����
���]���
��z-_��j�s+����k�������¥��º�n�	��)���k����n % ����¨ m ���t¡�z��n�����tc�
�	���-_	��
�*���,�{�~�
	����(p±��W§®�}+�����p
	��!��������� � % ���}�)�*����	��L�*�)�*n����
n��
���*� · §¦	 %�%®% 	��]	��o�)��q-_���
���
	��_�)	���� ��t=�
n��{ �¥�}�)���-��!�
�ã�)����]���*�
���������
� % 	����)�*�z-_n����
	���� �
��r&�����*	��³� ²jn����}�)	����j� % m ������,��aRr�² m b¯¨ m �	����)_�����,� ���
�W+�	�-_���]�Ç���������)� %
�]���)_�z-b�
�Ç�
� % +��~pE	�� ���*	�����	�� % ��p¢�
������*��� % ���D�~t¦	�� ¹ �_	��)� % ��µ³�¥������	����
���)�~���)	�����t¡���
�]	�������¨ m ����*�
���*�ÇpF��W§F��+�����p®-�	�Ô]��n % �)	������*n��{��~���)��qt¡n���-����¥�����{� % 	��¥�k���*�
	��_	 % 	��³�ã�)���¯|��~��� % � -��}�)���*�¥	������)_�
�}|z�{j�~�����}µ �����*�
� % �~�
	���� �������*����¨ · � ���
-����!�)�ã�*� % +��L�)_����º�nj�~�
	����_����t=r�² m 	���	��v��t¤�)��� ���������*�)���,�
�)�]�
���
���,���
�¥-_�)���,�)	��y���_���
�s|z	��¥�~�)	��������*n��{Ç�����
��!ÖP���s� % r������*	��³� $ �_���
�s|z	��¥�~�)	�����aRÖër $ b�§¦����*�
�)_�q-������*	��³�b	������*�
n��]��- �
�ã+��~�*�ª� % �W§ % �b������n��� �
j�~��	����¥�W�ª�k�q�������*	�-����
��- �������,�{����� % ���s� %�% ��¨
m �	���p��
n��*���
	��
	��_� % ��p�����F�_���®�~���_��r�² m t¡�*���H�`�������]	��_�v�o+����*�¥�`�W§F���*t¡n % �
�z� % §¦_�����,�)n�-_��	����!�)_�
� % ���}�)�
����	����,�)�
n_���)n_�
�y��t¢�*� % �~�)	�+�� % �L�����]� % �¯|q�¥�~�)���
	¸� % ��¨

$ �h���*��+���-]��������_�����`���
�v����-ÀE���_�;\ý �û'^j�)_�����
��n_��-zµ³�,�{�~�
���������
������t(���,�z�,�)���H��tk	����)���)���}�)	��_�
� % ���}�)�
�����Z�������k�Et¡��n���-!���y�]	���	��¥	]�	��_�F�)_�Et¡� %�% �W§¦	��_��t¡n������
	������ % ��t_�
��®���_�}µ³� % �����)�*���y-������*	��³� n(r)

Ev[n(r)] =

∫

v(r)n(r)dr + F [n(r)] a× z¨ý 2?2b

§¦����
� T �~��- V ���
�¦�)�����	����}�)	��=���_-L�k���)�����
	¸� % �������*��	�����p v(r) 	��E�v�,�{�~�
	��=�}|��)���
�j� % �k���)�����
	¸� % p�����-
|Ψ〉 	����)��o�¥������µ �`��-_�¥§��s+��}t¡n����}�)	����(¨ m _�yº�nj�~���
	��³�

F [n(r)] = 〈Ψ| (T + V ) |Ψ〉 a× z¨ý +1!b

	��&n���	�+����*�)� % t¡n��_���)	����j� % ��tE�)���-������
	��³������-��������`���*��W§¦�Á�
���k��	��_-����k����-_�����y��tF�
����k���)Ç�)_�
��n����k���¦��t¢� % �����
�
���(pN�~��-��
��o�}|��)���
�j� % �k���
�����)	�� % ¨ · �=	���������+�����	��������)���
���j���
�~�)�o�)��y���k�W+��ot¡n����¯µ
�)	����j� % 	����)���)��*���]�
���j���)�w�)���)���*�¥���y�
���� % ���
�*	��s� % ®��n % �����ª�������*��� 1

2

∫
n(r′)n(r)/ |r − r

′| drdr′ p
�)_����	������
	��q���_���
�~� Ts[n(r)] ��t��Ç�����zµ³	����
���
�����
	����Ç� % ���}�)�*��� ������§¦	��
 �
���¥�q-_�����*	��³� n(r) pF����-

ûWü



�)_�kE=����zµ xzj���.\ý � _^k�}|z�{j�~�����}µ �����*�
� % �~�
	��������_���
�~� Exc[n(r)] ��t`�)��=	����)���)���}�)	����o� % �����
�
���]�*���*�
����¨
m ��o���_���
�~�qt¡n������
	������ % �)_�����{���~���¦�)���t¡���*�

F [n(r)] =

∫

v(r)n(r)dr +
1

2

∫
n(r′)n(r)

|r − r
′| drdr

′ + Ts[n(r)] + Exc[n(r)]. a× �¨  �ü2b

m ��������}µ � % �����
�
���ã-_�����*	��³� n(r) 	��¦�)����Ç�}|z�j���_-���-�	����)���
� ��tc�����¯µ³� % ���}�)�*���ã���*��	��)� % � Φσ(r)
p±����-

�)_�v�~�`�W+���t¡n��_���)	����j� % 	����]	���	��¥	]���-L�
n���«*�����=�)���)_�y�_���
�¥� % 	]s�~�
	����¥�����_-�	��
	����
∑

σ

∫

Φ∗
σ(r)Φσ(r)dr = 1. aR z¨���"!b

m �	��=�*���*n % �¦	������*���=��t»����n�� % ��-���º�nj�w�)	�����§¦_	��{����
���)_�����
� % +���-��
� % t¸µ �������*	��,�)����� % ��¨
m ��&�]���
���-L-����
���*	��k��-L���`�W+��&	��h	��L���������
� % �}|_������p����E���!�������*�W|z	��L�~�
	�������W+����k�����¥�L�~-����*�

tY����¨!�=��§F��+�����pZ-��}�)���
�]	���	����L�)_���}|z�{j�������}µ³�����
�*� % �~�)	����Ç�������
��� Exc 	����������zµ×�)�
	�+�	¸� % �¥������µ �`��-_�
���*��� % ��� 	���	��
�®�W§¦���
	�����s¨n�E���*	���n_�������_�
�s|z	��¥�~�)	������kaRÖër $ pNuyu $ p�¨�¨�¨¨b����*��	��Ln��
���
�z-j�s�¥	������
-����
�)�]���
� % +����
��o�
� % t¸µ³�������
	��*�
�����=��º�nj�~�
	��������
�n_�=���_�{��	�����-±¨
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ß�� ß ¦ Ý R Û V Ý � Ú!�và R Ý�ß à�"5à]Ý�ß$#

öÀÒGÓ %:Ý�Ú;ônÕ���Ù�å�Ú�Ü'Õ<Ý
m �� % �����)�����n��0�L�~��������	��)���¥�~�
���¥	¶|_��- +~� % ���������,���*�)���¥�]§¦	��
��ª�]	�|��
n��
����t���� 3+ §¦�	��{¿	��
�d~�����zµ m � %�% ����a±~ m b�	����Ã�~��-÷��� 4+ §¦�	��{Ã	����_���s¨ m ��Á�}|z�����
��� % �����)�*���Ð�)����
��t¡���
���)���_-����
�
�s�~�
�*�Á�)_� % ���s� % ~ m -�	��*�)���*�)	����b�~t��)�������/

6
�z�}�{�����-��
��� � % ���_��§¦	��
 	��!����	��!�]�W+��������`��n_��	��

�)_� % �~�*�)	�����¨ m ��Ç§®�W�¿�)�	�������n_� % ��-G�]���
	����U�M3±�����)���
��Ç����������]����� % ����� ��to�)_�Ç�L���_������	��)���
j���v�`����� �~-�-��
���
�*��- ���b�*��+����)� % ��n_�
����*��\  +�zp¢ J�+^R¨ m ��L�*����������-�	��*���W+����*�ª��t��
��L	��
���
���`�]�'3`���}�
	��_-�	����~�)���&�)���	���+�� % +����]�����o��tE�)�� % �~�
�
	�����	��ã�
����L���������
	��!�_�
���k���,�)	�����\ý �#M^×¨ m ���	��
�~�)���k���'3`���}�
�
��º�n�	��*���!t¡���!	��)�v�}|z� % ���j�~�
	����Á�)���º�nj�~���
n�� �]���{�����	���� % ���~�)n��*����t��
�����n�� % �s���v§��s+���t¡n_�����
	����(¨
· �ãtY���}�sp±	���j�~���`�������
_��§¦������� % 	����¦t¡�
���5���*	��]� % �y�]�z-�� % §¦	��)ã�_���zµ³-_�����������
�~�)��� % ���}�)�*���ã�*�)�~�)���
�)��~�¥�
���-���n�� % ���}|z�{j�������ÌaRr�Ø-b�	����)���)���}�)	����;\  +*zpF 2?_^�	��¥�]��-�	 ¹ ��- 	�� �³§®� 	��¥�k���,�{������§®�W���¥���
����n�� % 	������)�]�)�� % �~�*�)	�������»!p®�)_�!�¥������	��)n�-����~t¢�)_�!r�ØU	��=�*��-�n_����-��
j���*� % �qt¡�*���Ó�
�� $ ��-����
�
���zµ
�&�~�
�����W§®� t cos(θ/2) +~� % n���p����_-d¾)pL�)_�]����n�� % 	����q�
���
��¥�s|��������b�¥���
	���� % �s��-_�o�
���~�ª�s|��������zµ
�¥���
� µ³-����`����-������¦r&Ø¦¨j/��¥�
��&���
����Ej���_-(pz�
���-_��n�� % ��-��������_���)�~���¥��t(�)_� eg � % ���}�)�*�������~��-L�)_��	��
�{j���
�����
���*	��*�
	��q����n�� % 	������
�Ç�)��.~ m -�	��,�)���,�)	���������t¦�)_������/

6
�����)�����-_�
��� j�����k����� �*��W§¦� �
�
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% ����-��)�y	����)���
���*�)	����o�����_�
��º�n�����������¨ · �]�
�	��h�{j�~�_�)����p�§®�=	��_� % n_-����)��¦��3±�����)�F��t`-���n�� % ��-������������)���}�
����-]�)��&�������*�����*	¸�~�
�Ç~ m ����n�� % 	����o§¦	��
�	��¥�v�³§F�~µ³�*	��
���E���x� % ���{��µlEo���j�~�¥���*	N�&���]	 % �)���_	¸���;\  +1�pz �üJ^
§¦�	��{�§F�v�*� % +��o���qÖ��~���G����¦-�	¸�������j� % 	�s�w�)	����(¨

öÀÒsÑ ÷¶û�á�å�Ú;ônÕ<Ý&�('�à9Õ<Ý�Õ<Ý åZÕ<Ù9Ø�û'Ü'Ý9ã Ü'Ý Û Ú*)TÕ����;Ü�Ú�áâ× Õ���ácû
m ����
� % �}+��~�������
��	��{� % �!t¡�����)_�q	��)	������
������� % ���}�)�
��� �]���)	���� 	�� Ö��

1−x
��

x
����/

3
���*���
�������a eg b

���*��	��)� % ��pw§¦�	��{�����n_� % �®�
�&�)_�®+�	����
�~�)	����j� % �]�z-��E��tj�
��¦����/
6
�����{�~���-��
��+�	¸���
���~ m 	����
���)�~���)	����(¨

m ����
�����
�¦�)��*���=	��]�`���*�{�~���¢+z	����)�w�)	����j� % �]�z-_����\���"8^�aY	0bZ�
��=���
���~�)�	����y�¥��-��,+
1
p�aY	�	zb��)_��	��zµ³� % �����

-�	��*�)���*�)	����ã�]�z-_�-+
2
pP����-da¡	�	�	zb��
�������	��s� % �*�
�
�}�)�{�	������¥��-��-+

3
¨ m ����	������)����,���¥�]���
�
	�������/

6

�����{�~���-��*���q§¦	��
��
��y�s+����
�����v��� − /��k����- % �������
������)����*��t¡���
���_����pj�
��y���¥� % 	��
n�-����®��t��)��.+
2

����-]�)��/+
3
-�	��*�)���*�)	������c	���Öë������/

3
���
��"_¨ý �" ` ����-L"_¨ý"� ` p��*���*�`�����)	�+�� % ��pz�
���
n % �)	��_�v	��]�
��=�
��
���

��� − /Ì�k����- % �����~�)��E��tcû�¨ ü_û�pz z¨�ûWü_p����_-�û�¨ ü2* ` ¨ m ������]� % 	��)n_-�����t(�
��0+ 1
-�	��*�
���*�
	�����	��-����
�v���

-�� ¹ ��	��
	����±¨ m ��o�)��*���o�����*�L� % �¥��-����¦�~�
���
_��§¦��	���²¢	���¨w�_¨�û�¨ Q1
p Q2

����- Q3
���*�o��	�+��������P\  �üJ^

Q1 = (−X1 +X2 − Y3 + Y4 − Z5 + Z6)/
√

6

Q2 = (−X1 +X2 + Y3 − Y4)/2

Q3 = (−X1 +X2 − Y3 + Y4 + 2Z5 − 2Z6)/
√

12

§¦����
� X1
p X2

p Y3
p Y4

p Z5
����- Z6

�~�
�&�
��&�k���
	��)	������E��tP�)����s|z���������~�)���]�E	��L�
�������/
6
�����)����¯µ

-��*���(¨
· tc§®�!���W§��������*	�-������³§F������/

6
�z�}�{��_��-��
�¥�
����
	����q�¥�����]�¥����+����*�)�¯|Ç�*n��{ã�)j�w�������v��tc�)_�

���ã	������=j���¦�)��y+~� % ������� d3 §¦�	 % ���)��v���)�����������
��v+~� % ������� d4 pk�
�L�����
�L�����
�
����� % ���
�����
��-�n����
�)_�o+~� % �������o	���Öë�

0.5
��

0.5
����/

3
p_�)������
��o�&���]	 % �)���_	¸���¥��tZ�
��o�*���*�
��� �¥�W�L�`��§¦�*	��
�
�������

H = H 1 +H 2�3 +H 465 a7�z¨�û8b

§¦����
���)_� ¹ �
�,���)���
�9�
�����
���
�����
�¦�
�����	��_���)	��&�������*������tP�
���	��)	��_���)�~���®� % �����
�
����p_�)��&�
��������-q�)���
�

 � 



�)_� % �w�
�)	�����-�	��*�
���*�
	����(p��~��-L�)_�=�
�	��*-¥�)���
�H�*�����*���
�����)���)_��� % ���}�)�*���zµ³�_��������¥����n_� % 	����v-_n����
�v�)_�
~������µ m � %�% ������3±������¨ m ����
�o�)��*�����)���
�]�¦�L�s���k��§¦�
	��
�)���

H 1 =
∑

〈ij〉σ

∑

a,b

tabij c
†
iaσcibσ − JH

∑

i,a

~Si.~σia

H 2�3 =
∑

iα

− ~
2

2M

d2

dQ2
iα

+
K

2
Q2
iα

a7�z¨  2b

H 465 =
∑

iσ

(

c†i1σ, c
†
i2σ

)

[g′Qi11u − g(Qi2τx +Qi3τz)]






ci1σ

ci2σ






m �	��ë�����]	 % �
����	�����	��(�
�}t¡���*�
��-o�)��	����)�� % 	��
���)�w�)n��*�»���(�
����E����� % ���{��µlEo���j�~�¥���*	������]	 % �
����	����;\  �ü�p
 +1J^R¨ m ������k���
�~�)��� c†iaσ a cibσ bF���
���~�)���Åa¡-����,�)�*�����sb¦�~��� % �����)�*���q��t��
�_	�� σ �~���)_� i 7 3 �
	��
��	��q���
��	��{� %
α p(§¦_���
� α = 1 �����
�*���
�k����-_�o�
�q�)�� z2 − 1 ���
��	��{� % p`§¦�	 % � α = 2 �����
�*���
�k����-_�o�
�q�)�� x2 − y2

���*��	��)� % ¨ m _���¥�~�)�*	�| � % ���]�����
� tabij ���
���)_��E����*�)���,µ x % �~�
���G\ý _^��
	�����*µ ��	��_-�	����Ç_������	����b	����
�����
� % �
�k���³§F�������)��o-�	q3±���
�����¦�j�~	��
���~t eg ���
��	��{� % ������-����*�o��	�+��������L�)��o�¥�~�)�*	�|

tij =






t1,1ij t1,2ij

t2,1ij t2,2ij




 =






1 −
√

3

−
√

3 3





Vddσ
4

cos(θ/2). a7�_¨��!b

m ����~��� % � θ 	��=�
����~��� % �y�k���³§F�����Ç�
��v�³§F�q����� t2g §¦�	��{ã§F���������
	�-���������*�v�
���`�v� % ���
�*	��s� % �~��-
-��������)�����ã�
��!+������
���
� ~Siα ¨ m ����*��	�����th�)_��	��)	������
������� % ���}�)�*�����~� (i, α) 	��&�
��t¡���
�*��-Ç�)����� ~σiα p
����- Qiβ

	��¢�)�� β 7 3 �_���
�¥� % �]��-�����tk�)��=����/ 6
�����)�����-��
���±¨ m ��¦�
���
�k�����
	�+���£Z��n % 	_�
�_	��zµ �L�~�
�
	������

τx,z
���*�o��	�+��������

τx =






0 1

1 0





�~��- τz =






1 0

0 −1






m ����������*�)�����)� K p g p(�~��- g′ �*���*�`�����)	�+�� % �ã�*�����*���*�����v�
�� % �~�
�
	����v�*�
	]3`�����*��p(�)_��� % �����
�
���zµ ������_���
����n�� % 	������)���
�� Q2,3

�]�z-_����pë�~��-Ç�)���� % ���}�)�
���zµ³��_�������Ç����n�� % 	������
���)�� Q1
�]��-���¨������
���W+�����p

�)_�q��n��_-(Ñ �!�
n % �L����n�� % 	�����	��!_���
�����
�*n��¥��- �)�ã�k�L	�� ¹ ��	��)�ya JH = ∞ b}p¢§¦_	��{ 	��ª�'3`���}��� %�% �W§¦�

 +�



�������)���������
	�-����®��� % �]�*��	������
	������{�~�
	����(pz����-¥�)��������]	 % �
����	����]ØhºN¨�a7�z¨�û8bc§¦	 %�% �_����-����`����-������)_�
�
�_	��zµ 	���-��¯| σ ¨

· �!�����b�k���
��W§¦� ���Á�
������	��_���)_�¥���*��n���-�µ³�*�)�~�)����t H 2�3 + H 465 pë§¦����*�¥§F�L���*�
n��]���)j�~�y�)_�
% �w�
�)	����v-�	��,�)���,�)	����ã	��������oº�nj�����)	]���-"a¡	×¨Ò��¨o�*�)�~�)	���~������µ m � %�% ����-�	��,�)���,�)	�����b}pk�)j�~�&�)�� eg % �}+�� % �����*�
�
� % 	��������)�� % �w�
�)	����v-�	��,�)���,�)	����(pP����-Ç�
j�~���)_�¥�~-�-�	��
	�������tF�
�����	����}�)	��!�������
���Ç�
���
� H 1 t¡n��,�)����
% �W§F���*�¦�
��o�������
��������t¡���
�]	��������j���_-�� % �����)�*���(¨]\��zûG^

m®��t¡���
���s�~�
�*��	����q�)����*��������-ªº�nj�~���
	���~�)	����Ç��tE�)��������¥	 % �
����	¸�~��ØcºN¨ta7�_¨�û8b¯p±§®�����*�)	��L�w�)���)_�
�j���
���]���)���
�&���&t¡� %�% �W§¦���¼a¡	0b Vddσ ≈ −0.3 − 0.4 ���æt¡�*��� �
������ % ��n % �~�
��-��j����-zµ×§¦	�-_�
Ç����-ã�)����	����
	����
����������n����F�)��&�������*�����
	��~�)�=���*��	��)� % ���
-_���
	�����¨]\�û��M^�aY	�	zb m ��=� % ���}�)�
���zµ³��_�������¥����n�� % 	��_�v�������*�)�����
g ≈ 3 − 4 ����� ` �������,�)	��L�~�
��-Ut¡�
��� �)	�����*µ ��	���-_	���� ¹ �
�q�)� �)���-������
	��³�Ut¡n����}�)	����j� % eg �j���_-��
§¦	��
ª+~���,�z	����������)�����-��)� % -�	��*�
���*�
	�������¨�\��_û�^Ça¡	�	�	0b m ��¥�*�)	q3±�_���
�v�����_�*�{�~����	����)���� ���,�)	��¥�~�
��-�t¡�
���
K = g/

√

Q2
2 +Q2

3
�)���k�v�~�`��nz�oû�#�µ, ~"������ ` 2 ¨

m ��L-z�z�����¥	��s� % �_�
��� % ���>�¥�s���`�]�
� % +���- ���ªº�nj�~���
	��	������)�� % �~�*�)	�����-������
��������tFt¡�
����-���� 	��
ØcºN¨��z¨  @�z§®�o�{���~�

Qiα =

(
~

2Mω

)1/2 (

b†iα + biα

)

Piα = −i~ d

dQiα
=

(
M~ω

2

)1/2 (

b†iα − biα

)

§¦�	��{�	����
�	��������
�o��	�+����¦�
���t¡� %�% �W§¦	����������]	 % �
����	����

H = H 1 +H 2�3 +H 465 a7�z¨���b
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²¢	���n��
�À�_¨�û�� m ��L�)_�
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� % ��+~�����������
�¥� % �¥��-����v��t¦+�	����
�~�)	����Át¡���v�)_������/
6
�z�}�{��_��-��*���b§¦	��


�)_��	�����	�������+����}�)���*� |Q1〉 p |Q2〉 ����- |Q3〉 ¨

tab cos θ/2
x2 y2

x2 y2

Mn4+
1z2

1z2

Mn3+

θ

²¢	���n_�
���_¨ý z�E����µ{/�µ,�����k����-��=����-������ % �}µ -����k���_-������=������_	�����	���Öë�
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��
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����/

3
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§¦����
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H 1 =
∑

〈ij〉

∑

a,b

tabij c
†
iacjb + (¨ �~¨

� 2�3 =
∑

iα

~ω(b†iαbiα +
1

2
) a7�z¨ #2b

� 465 =
∑

i

ξ′ni(b
†
i1 + bi1) + ξ(c†i1ci2 + � . � .)(b†i2 + bi2) + ξ(ni1 − ni2)(b

†
i3 + bi3)

§¦����
� c†ia a cia bL���
���~�)���Ba¡-����,�)�*�����sb����Ð� % ���}�)�*��� �w���
	��
� i 	��U�)_�Á���
��	��{� % a p b†iα a biα bL���
���~�)���
aY-_���*�
�
�W����b��Á�������������t��³���`� α �~�]�)_� i 7 3 �
	��)�~¨ $ ����	�� §®���`��	����L��n_�L�
j�~���*	������ JH = ∞ p
�)_���&���]	 % �)����	���� 	��q���*�
�����
	¸� %�% � �
��	��zµ³	���-����`����-�������¨ m ��vE����*�)���,µ x % �~�
���L�
	�����,µ³��	���-�	��_� �L�w�)�
	¶|
� % ���]�����)� tabij ���
�]��	�+����b���ªØcºN¨�a7�_¨��!b¯p ω =

√
K
M
	����)_�L����������ªt¡�*��º�n��������ßaR���*�
n��]��-bn���	�t¡���
�

t¡�����
��¥�
�����]��tF�
	��¥� % 	���	��³�jb}pP�~��- ξ(′) = g(′)
√

~

2Mω
	����)���� % ���}�)�*���zµ³�_�������������n�� % 	����q�)�q�
�� Q

�]�z-�����¨»©ª��-�� ¹ �����)���-���n�� % �¯µ³�¯|_�{��������o���_���
�~�������)_��-�	]3`���*����������tZ�
������*��n���-zµ �*�)�~�)���������*��	����
�k���³§F�������)��o�*�)�~�)����§¦����*�y�
����³§®�]�����*�o�
��	����=���
���j�~�)� %�% � % ����-������)	¶µ³�j���
� %�% � % p�	×¨Ò��¨

J 8�9 = E↑↓ − E↑↑

· �o�)�	��(§®���*�Np~§F�F�*j� %�% ����� % ���}�P�)��h�'3`���}�¢�~tz�
��h����n�� % 	��_���)�¦�)�� Q1
�]�z-_��pw���ë	��ë�]���*� % �&	����)�*�z-_n������

���
�	�t¤�ë	����)_�h�
���{� % �������
���o���y���y���]��n���� Ne×g′/2K pw§¦_���
� Ne
	��(�)��c�
���{� % ��n_���`���ë��t�� % ���}�)�*������¨

m j�~�=�������*�����
�	�t¤�¦	���	���-����k���_-���������tZ�
��o������_	���� tab pN����-�	����)_���
�}t¡���
�o�)_�y�
���]��t¡���¦� %�% +�� % n����
��t θ p��
����*��t¡���*�y�������)�*	���n_�
	������_���)�	������)���)_�y-_��n�� % �}µ³�¯|z�{j�������o�������*��� J 8�9 ¨

öÀÒuö ÷ßæ�Û<å�Ú:�9Ü'Û¼ã¼ÕÅÝ�Û�û'Ü�ücÛ�Ú�Ü'Õ<Ý
´ � % 	��~�y�
��!�����
�!��th����	�� ¹ �_	��)� % �w�
�)	����~pk	��=	��=�`���*�
	�� % �ot¡���¦�)��y�³§®�~µ �
	��)�!�]��-�� % �)�¥n��
�!���
n_�
�}µ×t¡���
���
��n��]���
	��s� % �¥�}�)���-���	��U���
-_�����)� ¹ ��-U�)��Ç���*��n���-�µ³�*�)�~�)�Ç�*� % nz�)	�������to�)��Ç�_�
��� % ����¨÷©b�Ç�*j� %�%
�����¥��nz�)���*n��{����*� % n_�
	����¥n��
	������}|_���}�*µ³-_	¸�������j� % 	]s�~�
	����]���_-������]�j���
���)����*���
n % �)�®���_�{�~	�����-�t¡�
���
�)_�x�E���*	¸�~�
	������ % Öë���_�~µ ²¢	��
�*��+��¥�}�)���-(¨ m ��]���
��n_��-zµ³�,�{�~�
���������
������tF�)��]�����¥	 % �
����	¸�~�Ìa7�_¨ý#2b&	��
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���z¨��_�»®���]�j���
	��
�����k���³§F�����L�)��=�}|_���}���~��-]+~���*	¸�~�
	������ % Öë�����wµ ²¢	��
�
�W+9aRÖë²wb¢���_���
��	����ht¡���c�)_�
t¡���*�
���¥�����_���)	���aR²»��b®���=�����)	�t¡���
�*���¥�������}�)	���a $ ²wb�� % 	������]�������~tZ�
��v���������
�o�*��	�����¨
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���_�)��	��_��-]����-_	��
�����E-�	��������j� % 	���~�)	����!	����)��=�z����n����~�)	������
���_�
���*�����{�w�)	����(¨ $ �¥� % ���¥�����F�~t`�
��������
	��
�
�}�=�L�s�q�k��§¦�
	��
�)���

|ia〉 ⊗ |ν1ν2ν3ν4〉 a7�z¨�*!b
§¦����
� i �~��- a ���
�]�)����*	��
������- ���
��	��{� % p¢���_- �)�� ν Ñ ���~�
�L�
��L+�	����
�~�)	����j� % º�nj�~���
n�� ��n��!�`���
�
��th�)_������������Á�]��-����o�~�&�)����³§F���*	��
����pP�*n��{��)j�~� ν1

����- ν2
�����
�*���*�`���_-Á�
� Q2

����- ν3
���_- ν4

�����
�
���
�k����-L�
� Q3
¨ Õ ���)�¦�)j�w�F§¦�	 % � i ����- a ���
� % 	��¥	��)��-��
�y�
�v�
�����n��!�`���F��t(�
	��
���F����-¥���
��	��{� % ��p

�)_�!����������ã	���-�	������=�L�s��	������������
� % �{���~���������`���*	��
	�+���+~� % n���pN�)��v������_���ã�=	 % �k���,�=�
�j�������k��	��_�
	�� ¹ ��	��
�����q-�� ¹ ��	��
	����±¨cÖP���=n��¦�s� % ��n % �~�)���)����¥�~�)�*	�|L� % ���]�����)����t��)_�o�&���]	 % �)����	����L	����)�	����j���*	����

〈Ψ′|H |Ψ〉 = 〈jb, µ1µ2µ3µ4|H |ia, ν1ν2ν3ν4〉

= 〈jb, ~µ| (H 1 +H 2;3 +H 1=<>2�3 ) |ia, ~ν〉 aC�_¨�?2b

§¦����
��§F��j�s+��o��-����_�)��-��)��&t¡� %�% �W§¦	����y+����}�)�������~�{�~�
	����]t¡���F�
�������������q��n����k���*��t¡���®�*	��]� % 	���	��³��¨

|~ν〉 ≡ |ν1, ν2, ν3, ν4〉 . a7�z¨�1!b

©ª�&�����¥��nz�)�¦�)��=+��~�
	���n��E�
���*�¥�E	��LØhºN¨�a7�z¨¨?2b¯¨ $ ���������)� % �¥�~�)�*	�|�� % ���]�����Et¡���h�)�����	������
	��=�������
���
�¥�W�L�`��§¦�*	��
�
���

〈jb, ~µ|H 1 |ia, ~ν〉 =
∑

α,β

tαβ 〈jb, ~µ|
(

c†1αc2β + c†2βc1α

)

|ia, ~ν〉

= tabδ(~ν − ~µ) [δ1,iδ2,j + δ2,iδ1,j ] .

m ��v�j���*����t»�
��������]	 % �
����	������
�����
���
�����
	����¥�)�� % �~�*�)	����o-_���j���]	��oj���=�)��yt¡� %�% ��§¦	������¥�~�)�*	�|�� % �}µ
�]�����=	����)_�y������n��j�~�
	������*�����*���
�����{�~�
	����
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〈jb, ~µ|H 2�3 |ia, ~ν〉 =
∑

i,σ

~ωδijδab 〈~µ|
(

b†iσbiσ + 1/2
)

|~ν〉

= ~ωδijδabδ(~ν − ~µ)

(

1 +
∑

k=1,4

νk

)

,

§¦����
�s�~�=�
��o� % �����
�
���zµ ������_��������n�� % 	��_��j�����)���t¡���*�

〈jb, ~µ|H 1 − 2;3 |ia, ~ν〉 = ξ
∑

l

〈µ1µ2|
(

b†l2 + bl2

)

|ν1ν2〉 δν3,µ3
δν4,µ4

〈jb|
(

c†l1cl2 + c†l2cl1

)

|ia〉

+ 〈µ3µ4|
(

b†l3 + bl3

)

|ν3ν4〉 δν1,µ1
δν2,µ2

〈jb|
(

c†l1cl1 − c†l2cl2

)

|ia〉

= ξδij
[
(δ1aδ2b + δ2aδ1b) 〈µj|

(

b†j2 + bj2

)

|νj〉
∏

k 6=j
δνk,µk

+ δab (δ1a − δ2a) 〈µj+2|
(

b†j3 + bj3

)

|νj+2〉
∏

k 6=j+2

δνkµk

]

= ξδij

[

(δ1aδ2b + δ2aδ1b)
∏

k 6=j
δνk,µk

(
δµj ,νj−1

√
νj + δµj ,νj+1

√
νj + 1

)

+ δab (δ1a − δ2a)
∏

k 6=j
δν2+k,µ2+k

×

(
δµ2+j ,ν2+j−1

√
νj+2 + δµ2+j ,ν2+j+1

√

ν2+j + 1
)
]

m ���������_�������k��	��_���`���
�����j���,�)	�� % ����pk�)����
��	����~�Ç	�� ¹ �_	��)�v��n����k������tE������������*�)�~�)����	��ã�)_�
��	 % �k���,�L�*�j�����~p=§¦_	��{U�¥��������	��¥	��]�`���
�
	�� % �q�
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	����
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n_�{ �)��~�]��� % � �
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���~���_��¨ · ��§¦_	��{��s���*���)���-�	��¥�����
	�������tk�)_�¦�&���]	 % �)����	����
�¥�~�)�*	�|L	��

LN(M + 1)qN

§¦����
� N 	��q�)��Á��n����k������t % �~�
�
	����Ç�
	��
����p L 	��q�)_�Á��n��!�`������t!���
�_	��{� % ���k�����
	��)��p M 	��q�
��
�¥�w|z	���n�� ��n����k�����~t®��_���������k�����]�z-��~pP����- q 	����)_����n_���`������th+�	����
�~�)	����j� % �¥��-�����¨ · ����n_�
�s�~�
��§F��j�s+����)��~� N = L = q = 2 pj����-��
���-�	��¥�����
	�������tP�
��o��	 % �k���,�®�*�j������	��L�)_���s���*����të��n��

 �ü



�³§F�~µ³�*	��)���*���*�
��� 	�� 4(M + 1)4 ¨c²j���h�)������ % ��n % �w�)	����¥��t±�)����*���*n % �
�F§F�����������!�¥�w|z	���n��H��n��!�`���
��t M = 20 �������������p»§¦�	��{ �
���
n % �)��	�� �ã�����¥	 % �
����	¸�~�Á�¥�~�
�
	�|Ç��t¦-�	��]���_�
	�����?2?2?~ü� J���
j�~�v§®�
-�	��������j� % 	����n��*	������)��LÖ��~���G����v-_	¸�������j� % 	]s�~�
	������
�{����¥��a×xz��� $ �_�`����-�	�|ýmcb¯¨ · � ²¢	���¨�aC�_¨��2b�§F�
�
_��§ �)j�~�¦���
��n��_-zµ³�,�{�~�
���������
�������=��t¡n����}�)	�������tZ�
��<~�����zµ m � %�% �����������*����a −∆JT = g2/2K b}¨

öÀÒ	þ ��à9áFÿ Û�ô�ÜGÛ�Ú�Ü�ÕÅÝ�Û�û � Û¼Ý9ã����çÜ$ô���Õ,� × áäÚ�à9Õ?�
$ ��-�	��
��n_�
�
��-Ì�s�~� % 	�����p��)_�ª�k���
����	����j�~�
n��
�Á��tv�)�� % �~�*�)	����Ç�}|z��	��{�w�)	����Ã��	�+������*	��
�Ç�
�¿� ��	 % �`���*�
�
�������q§¦	��
 	�� ¹ �_	��)�L-�	��]�����*	����±¨ · ��	����)�n���������	�� ���������)� % �`���*�
	�� % ���
� ¹ ��- �)����
�
n��q���*��n���-�µ
�*�)�~�)�&��t(�)_���*���*�
����p��}|z�����_��t¡���®�
	��¥� % �=�¥��-��=�*���*�
���]��¨ Õ n��]���*��n����~n_�)����
��\¬��	��)�&²N�}�����L�~�j^±��W+��
��n_� % 	�����-��)��v-�	�Ô]��n % �
	����¦��t»�
� % +z	������)��v���������)� % � % ���}�)�
���zµ³��_�����������
��� % ����pk����-�	��=	��=� % �s���¦�)j�w�
	��b���
-����!�)�Ç�����- % �L�]���
���*�s� % 	��,�)	����,�z�,�)���¥��-�	q3±���
�������]���
���-�����n��,���k��-���+�� % ���`��-(¨ª�����
���-��
�j���*��-Á��� ´ �_	��{�~�*���
�)���_�*t¡���*�L�~�
	����_�&j�s+������*�W+������)�q�k��º�n�	��
���`�W§F���,t¡n % 	��ã�
j�~�o�
���
�k���}�spP§¦����*�
�
n_�{ �]���
���-���� %�% �W§Üt¡�����~� �}|_���}��-�	¸�������j� % 	�s�w�)	����Á�~t��)����_�
��� % ��� §¦���� �
��q�&�~�¥	 % �)����	¸����	��
º�nj��-��
�~�)	��!	����)��!�`���*���ã���=t¡���*�¥	��������k���
�~�)���
��¨ ´ �_t¡���,�)n����~�)� % ��pk�)����&���]	 % �)����	�����ØcºN¨��_¨ #L-_�z���
�����¦�k� % �������)���
�	���� % ���*�=�~t¢���*��� % ���]��¨

· �y	����k���
�*	�� % ��pë��W§®�}+�����pZ�
��-���+�	��*�L�q�]���
��z-Ç§¦�	��{b�¥�������on��
�]��tE�)����k��§F���y��tE�)���+~���*	¸�wµ
�)	����j� % ���*	�����	�� % �&�~��-L�)��~��	��®�j���*��-����q�vn���	��)���*���
�)�����,t¡���
�¥�~�
	����(¨ m ��Ç�E���*	¸�~�
	������ % Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+
�����_�
�s|z	��¥�~�)	����ãj�����
���t¡� %�% �W§¦	����L�
	��]� % �!���*�����)�~����»!p]²¢	���-��L�)�
�����,t¡���
�¥�~�)	������
j�~�o-�	��������j� % µ
	�����o�)��]���������� �~��-b� % ���}�)�*���zµ³�_��������Á�j���,�)�y��t��
��L�����]	 % �
����	����(¨9¾)p�®�����)	���n���n�� % �Ç+��~�*�Ç�)_�
�}|z�k���}�{�~�
	�����+~� % n����~tZ�
����)�)�~���*t¡���*�¥��-�²Nn %�% �����]	 % �
����	����(¨

· ���)�	��¢�
�����
	�����§F��n��
���
��Z�E���*	¸�~�
	����j� % Ö��~���~µ ²Z	��
�*�W+�a0��Öë²wbZ�]���
���-!�)�������¥�_n_�)�®�
������*��n���-�µ
�*�)�~�)�]���_���
�~����tF�
��¥�&���]	 % �)����	������z¨ #�����-Á�����]�j���*����n��o�
���
n % �)�o�)���)����}|_���}�!-_	¸�������j� % 	]s�~�
	����±¨
©ª�y�������*	�-����¦�
��y�����)	¶µ �����
�]	��
	¸���¥���`���)�~�
���

S =
√

∆ 4@5 /~ω ×
∑

i

ni

[

γ1(b
†
i2 − bi2) + γ2(b

†
i3 − bi3)

]

§¦����
� γ1
����- γ2

���
�h+~���
	��~�)	����j� % �j���)�~�¥�}�)���*�¢�~��-v�
�)�����,t¡���
�Ì�
��®º�nj�~���
	����-<����EU�����¥	 % �
����	¸�~����t
��"



²¢	���n��
�Ç�_¨��_� · �*���)���`���¯|_�k���������&	����
���*�¥����tZ�)���� % �����)�*���zµ ���������������n�� % 	������������*�)����� g ¨ m ����³§®���n_�*+����v�����
�*���*�`���_-��
�q�)����¯|��~���y�
���
n % ��§¦	��)Ç��� % ���)�� Q2
�¥��-���a¡���
����� % 	��_�_b}p`�����k���) Q2

�~��-
Q3

�*���{�~	�����-�	��q�)����)�~�{� % �����]	 % �
����	����(¨ m �� % 	��_���¦���*�v���*�¥�����)_��- ¹ �¦�)���)_�y-��~�{�_¨

�_û



ØcºN¨kaC�_¨���bF�
n_�{��
j�~���
����)�
�����*t¡���
�]��-��&�~�¥	 % �)����	¸���]	��®��	�+�������� H̃ = eSHe−S ¨E²j�
��� $ ���k���_-�	�|
$ p��
����)�
�����*t¡���
�]��-�������	��	 % �~�)	����L���`���)�~�
���
��t¡����� % �����)�*��������-�������_�����=���
�o��	�+��������

c̃ia = ciae

q

∆ A=B
~ω

P

α γα(biα−b†jα)

b̃iα = biα +

√

∆ 465
~ω

γini

§¦����
� i �
��t¡���
�=�)�L�
�� i 7 3 % �~�*�)	����v�*	��
��p a �
��t¡���
�=�)�¥�
��!���
��	��{� % ������n_��	���-ã�����
��!� % �����)�*���Ç�~�=�)��~�
�
	��)�~p�����- α �����
�
���
�k����-��c�
���)�����_���������]�z-��2aY��	��)_��� Q2

��� Q3
b}¨ m _�¦�
�)���_�*t¡���*�¥��-��&���]	 % �)����	����

�)_�����{���~���¦�)���t¡���*�
H̃ = H̃ 1 + H̃ 2;3 + H̃ 1 − 2�3

§¦����
�
H̃ 1 =

∑

〈i,j〉ab
tabij e

−
q

∆ A=B
~ω

P

α γα(biα−b†iα)e

q

∆ A=B
~ω

P

α γα(bjα−b†jα)c†iacjb

H̃ 2�3 = ~ω
∑

iα

(

b†iαbiα +

√

∆ 465
~ω

niγα(b
†
iα + biα) +

∆ 465
~ω

n2
i γ

2
α +

1

2

)

H̃ 1 − 2�3 = ξ
∑

i

(

(b†i2 + bi2 + 2

√

∆ 465
~ω

γ2ni)(c
†
i1ci2 + c†i2ci1)

+ (b†i3 + bi3 + 2

√

∆ 465
~ω

γ3ni)(c
†
i1ci1 − c†i2ci2)

)

©b���
������������*�s|_	��L�w�)���)_�y���
��n��_-zµ³�,�{�~�
�����q�
���+~���
	��~�)	����j� % �*�)�~�)�

∣
∣
∣Ψ̃
〉 C

=
∣
∣
∣Ψ̃
〉

1 ⊗
∣
∣
∣Ψ̃0

〉

2�3 a7�z¨ýü!b

�� 



§¦����
� ∣∣
∣Ψ̃0

〉

2;3 	��h�)��=�)�
�����*t¡���
�]��-L�_��������¥+��~��n�n���¨ m �� ¹ �j� % t¡���
�Þ��t±�)��&�&���]	 % �)����	�����	��h�)_���

H̄ =
∑

〈i,j〉ab
tabij e

−∆ A=B
~ω

P

α γ
2
α

(

c†iacjb + � . � .
)

+ ∆ 4@5 ∑
i

(
~ω

2∆ 465 + (γ2
1 + γ2

2)n
2
i

)

+ 2ξ

√

∆ 4@5
~ω

∑

i

ni

[

γ2(c
†
i1ci2 + c†i2ci1) + γ3(ni1 − ni2)

]

§¦����
��§®��j�s+����s� % ��n % �~�
��- �)����s+����)�������W+������)������������� +��~��n�n���¨ $ ���)�	����`��	�����§®��-�	������~µ
�j� % 	���v�)_�����`�W+����&���]	 % �)����	�����n��
	������)_� γα Ñ �o����+��~�
	¸�w�)	����j� % �j���
���¥�}�)���
��¨ m ����*���*n % �
��t¡���&�)_�
���*��n���-zµ �*�)�~�)���~��-��}|z�{j�������]�������*���Ç�~�
���
_��§¦�Á	��ã²¢	���¨ÀaC�_¨��2b}¨o©b���*�����)��~�spP�~���}|z�`�����
��-�t¡�
���
��+��~�
	¸�w�)	����j� % �*�{����]��pk�)�����Öë² �������
��	��������
�y	��_-�����-��	���������
j�����
��y�}|_���������_���
��	�����¨ $&% �
��pj§F�
�����
�L�)��~��§¦�	 % �¥�
��I��Ö�²Ã	����¯|��~����	��b�)����~-�	¸�����~�)	�� % 	��]	��Àa

~ω � t bv����- ��	�� % -������z��- �����
���¯µ
�]������	��b�)��L�����k���
	��)�¥�����)	�µ³��-�	����j�~�
	�� % 	��¥	��ÀaY�,�)�
�����ã����n�� % 	�����b¯p¢	��!	��v���k�z���!�������*�s|_	��L�w�)	����ª	��
�)_�&	����
���
�]��-_	¸�~�
���
�������=��t(�
���� % ���}�)�
���zµ³��_�������¥����n�� % 	��_��¨ · �®j���®_��§F��+������k�������
��W§¦�;\��� J^k�)j�w�
��� �¥��-�	�t¤��	����ã�)������k���
�~�)��� S �
�b	��_� % n_-��q�³§®�~µ ������_������������*�����va¡�����
º�n����'���-�bL�*�)�~�)����a¡�
����*�
���*���~�zµ³j�~�
�]����	��¥�)���*�¥��§¦�	��{ % ��§F�����)_���k� % ���
���_	����j�~��-zµ³�����
�*��§¦	����Á�'3`�����L����- ���_j���������)_�
����_��	����!b!����- 	��_����]�������_����n���-_	��*�
���*�
	����b��t¦�)�� % �w�
�)	����+\ý �"_^Rph�
��9��Öë²÷�����*�����¥������§¦	��) �}|_���}�
-�	��������j� % 	���~�)	�����	��v�
n����,�{�����
	¸� %�% �Á	��]���
�W+���-(¨Á²jn��*�
����*�¥���
��p¢	���	���� % �
�ã�k���
�*	�� % �¥�
�Ç	������
�s�~�
���)_�
��n����k������tZ������������*�)�~�)���=�����y�W+����
�������¦�W+�����+z	����
n��������
�
	�+��v�`���*�)n_�
�j�~�
	�+��y�����
�*���}�)	�������¨ m j�w�¦	���p
	��_�*�)����-���tk�{����	��_�o�
���+~���
	��~�)	����j� % �*�)�~�)���)�o�k�¦��t`�
���t¡���
����	�+����]����Øcºk¨�aC�_¨ ü!b¢����������n % -�	��L����	����
�{�~��	������
n��{���+��~�
	¸�w�)	����j� % �*�{�w�)�y���

∣
∣
∣Ψ̃
〉 C

=
∣
∣
∣Ψ̃
〉

1 ⊗
(

|0〉 2�3 + λ |1〉 2�3 + λ2 |2〉 2�3 + ...
)

�)�n��h��3±�����)	�+�� % ����-_-�	������]���*�¦����-��¥���
��������������*�)�~�)���h�
���)��=��	 % �k���,�»�
�������~¨Exzn��{¥���L�~�����
�����{
j���¦�k������n��*��-�	��q�)������
�}�)	��s� % �,�)n�-_	����¦��t��)_�o�³§F�~µ �
	��
�y��� % �*�)��	��q�]�z-_� % ¨]\��2�8^

�2�
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2

þ9ÒGÓ %:Ý�Ú;ônÕ���Ù�å�Ú�Ü'Õ<Ý
· �v	��y���_n%G % �¥�����)��§¦����
��]�³§F�������]�`��n_��-���p Õ � Õ 	0/

2
����-bÖë	 Õ 	z/

2
p�	��Á�
��	��)����t���W+�	�����+����,�

�
	��¥	 % �������*���*�)� % �,�)�
n_���)n_�
����ph�
��W§9+����,� -�	q3±���
�������L���������
	��]���
���k���,�)	�����¨ m ���t¡���
�]���y	��!���³���`�¯µ
$ �~���
	�t¡���
�
���L����������a¡t¡���
�
���L���������
	�� % �s�����
������n�� % ��- �����
	�t¡���*�
���¥�����_���)	��s� %�% �:�»²Z	���¨Áû8b}pZ§¦�	 % �¥�)_�
% �w�
�)�����*��W§¦����� % �����~µ³�
�������o�¥�������}�)	��!���*-�����¨�Ø¢|_�k���*	��]�����)��\�ûG^Z��� Õ � Õ 	z/

2
j�s+����*��+���� % ��-ã�)j�w�

�)_�q�����)	�t¡���
�*���¥�������}�)	����¯|_�{��������q	����
���
�����
	���� JAF �k���³§F����� �)�� % �s�����*��	��v�����_�
	�-_���)�~� % ��§F�s���~���
�)����!�)_�®t¡���*�
���¥�������}�)	��F�¯|_�{�������� JF §¦	��)_	��v�
�� % �W������p JF ≈ 1 �]���U����- JAF ≈ −0.1 �¥���!¨ · �¢	��
����������	�+~��� % ���)j�~�¦�
��o�
n��k���*�}|z�{j���������j�~�
��k���³§F�������)_� % �W�����*�=�k��	���� Õ 	¶µ{/�µ Õ �wµ{/�µ Õ 	×p��
��� % �~��	��_�
Õ �o���]ÖP	N§F�s�~�����_�®�)��¦	����
��� µ³� % ���j���c�*n��`���
�¯|_�{����������*n_Ô]��	������ % ���
�v���E�
�v-_���*�
�
�W���)_���¥�������}�)	��
�
� % �)�����}�)�����p��
	������»�
��c�³§®�wµ³-�	��¥�����
	����j� % �L���������
	��
�Ã�`�������]���ën����
���j��� % �h����+�	��*�
n��c��t��)��F�����
�]	��zµ
©b��������� m _�����*����¨�\��+��p���#M^

m ����
��-�n��}�)	����Ç��tc�)��!	����)���,µ³� % ���j�~������n�� % 	���������n % -ã�����]�!��	��
����&�
��
��n���Ç-�	q3±���
���_������	����)_�
� % ���}�)�
����	����j�~�)���]���
���
�¦�*n��{ã�����
��v_������	������j���)�~�¥�}�)���*�=����-��{j���
���}µ �
�)���_�*t¡���¦�������*���������
	��¥� % �
�)_�
��n�����
��v�¥���*�=-_	]3`���
�������o��tZ�)��y	����
���*+�����	����¥� % �w� % 	(�~�
����pz§¦�	��{�	��¦º�n�	��
� % ���*�����`�}�³§®����� Õ �

�+�



JF

JAF

Na

O

Ni

²¢	���n��
����¨�û��»®�*���*�)� % �,�)�*n����
n��
����t Õ � Õ 	z/
2
�~�E�	���]�
���]�`���)�~�
n��
�~¨�\��J^ m �� % �W§¿�
���]�`���)�~�
n��
�=�*�
�
n��¯µ

�)n_�
�&	��F���_�{��	�����-¥���¥-_	��*�
���*�
	����o�)_� Õ 	z/
6
�����{�~���-��
�!� % �����o�)�� % ���_� Õ 	¶µ{/�µ Õ �wµ{/�µ Õ 	_�k����-L�
��W§¦�

	����
�� ¹ ��n��*��¨ m ��¦�¥�������}�)	������
-_���
	����o	��h�����
	�µ t¡���
�*���L�~�������
	��E�³�z�k� $ ����-��)����³§F�y�³���k���E��t Õ 	�µ Õ 	
�}|z�{j�~������	����)���)���}�)	������ JF ����- JAF ���
�!�
��W§¦�(¨ m ����
j�~-���-�� % ������	����)_��� % ���_�!��th�)_���{j���*���-������
	��³� � % ���]	�� ²Z	���¨¿ z¨ m _���*j��-���-¿�
º�nj�~�
��	�� �)���n����k���]�`���*�)	���� ��t&�
�� ¹ ��n��*���*��W§¦�¥�)_�Õ 	¶µ{/�µ Õ 	�µl/ � % ��º�n��}�
�
�ot¡�����)�� 90◦ �¯|_�{��������!����-�	��*��n��*�
��-ã	����
����)�}|���¨

��#



m ��� % �¥�_¨�û�� x��)�
n_���)n_�)� % 	��_t¡���
�¥�~�
	���� t¡��� Õ � Õ 	0/
2
t¡���H�k���) �	��� ����- % �W§�µ �
���]�`���)�~�
n��
�

�*�
�
n��}�)n��*����¨�\¶û_^ m _� % �~�*�)	������j���
���¥�}�)���
�ã�w� % ��§å�)���]�k���)�w�)n��*���ã�~�
� a = 5.311 ` p b = 2.84 ` p
c = 5.568 ` p=����- β = 110.4◦ p�§¦�	 % ���
����*��t¡���¥�
��ã�	���zµ m �*�
�
n��}�)n��*�����
� a = b = 2.96 ` p
c = 15.78 ` pj����- γ = 120◦ ¨

$ �)��� x/a y/b z/cÕ � " û8�� û8�� 
T ≈ 10 E Õ 	 " " "/ "z¨  +1+�� " "_¨�1�"+��?Õ � " " 1/2
T > 490 E Õ 	 " " "/ " " "_¨ý +��"21

����-�ÖP	×¨ · ��+�	��}§ ��t»�
��vtY���}���
j�~��	��*���)���k�y�
n����,�)	��)n_�
	�����j�����`�����ã�����W§¦�ã�)�L� % �
�����)_�!�¥�������}�)	��
	����
���)�~���)	�������pF�{j�~����	��_���
����L���������
	��L�
�)�����*	��
	���� �
���]�`���)�~�
n��
� Tc 	�� �Ç+~���
	����³� ��t������¥�k��n���-_�
�
n_�{ ����²j�

3
/

4
\��2*M^����_-b�)��¥�L�~��������	��)����\¶û��zpEû�#zpZ �#�pn�!?�pn��"J^×pZ	��v	��y	��]�`���*�{�~���o�
���}|_���]	��_�¥�)_�

�'3`���}�=��tZ�
��y� % �w� % 	±�¥���
��¨
· �¥�
�	��h�{j���z�)����pz§F�=t¡����n_�F�����)_�������¥�k��n��_- Õ � Õ 	z/

2
¨hx��{�~�*�)	�����§¦	��
]�
���-_�����*	��³��µ t¡n��_���)	����j� %

�j���_- �*�)�*n����
n��
�~p»§®�q�,�)n�-z�b�)_�L�]���{j���_	��
� ��t��
����¥�������}�)	��]	����
���)�~���)	���� �~�!§®� %�% ���v�
����'3`���}�
��ty�)����*�z-�	�n�� �¥���
�q���Ã	��s¨Ü©ª�Á�,�)n�-z�U�)�	��q���Ð�_�
���k���
	���� � �¥��-�� % t¡�����)����*n��`���
�¯|_�{��������
����- �
� % +�	�����	��]��� ��+~���*	¸�~�
	������ % Öë�����wµ ²¢	��
�
�W+ �~�����
�����{�����§F� %�% ���]��� �}|_�����¥-�	��������j� % 	���~�)	����
����-ª�)��Lt¡��n��*�
zµ³���*-����y�k���*�
n��
���~�)	����b�)_�����,��¨ã²j�*��� ��n��!�]��-�� % p�§F���}|z� % ��	��ª�)��¥�¥���{j����	��
� ��t
�)_���}|z�{j���_����	����)���)���}�)	������Ft¡��� Õ � Õ 	0/

2
pzt¡���*�
���¥�����_���)	��=§¦	��)�	��L�)_� % �s����������-������)	�t¡���
�*���L�~�������
	��

�k���³§F�����Á�)�� % �s�����*��¨��=�W§®�}+�����pZ§F� ¹ ��-Ç�)j�w�y� % �
���n�����)����
��	����*���]���'3`�����y��th�
���� % �w� % 	Z�¥���*�
���ã�
����¥�������}�)	��y	����
���)�~���)	�������p±	��&	����_����������n���ã�
�q-����*���*	��k�!�)��!�
n����_�
���*�
	����ª�~th�L���������
	��
� 	��
ÖP	 Õ 	0/

2
¨ · ��	����
n_�������,�)��-��
j�~��-_	]3`���
����������	����
���� % ���}�)�
����	��v�*�)�*n����
n��
���*n��{ª�������*��	��)� % ���
-����
	��_�

���¦�
	��¥� % �L�
��y�L������	��
n�-������~t¢�)_�!�����¥	 % �
����	¸�~���j���
���¥�}�)���
�¦����n % -�t¡n��*�
����=�
��-�n���� JAF pN������n_��
�)���*n������*���
�=�)��v �r �¥�������}�)	��*� 	���Öë	 Õ 	z/

2
¨

�2*
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²¢	���n��
�I��¨  ���r&�����*	��³��µ t¡n_�����
	����j� % � % �����
�
��� �j�~��-���t¡�����)_�������)	�t¡���
�*���L�~�������
	�� Õ � Õ 	0/
2
���_�{�~	�����-

t¡�
��� �)_�x|�Ö�x_r $�} ´ |��s� % ��n % �~�)	�������¨ m �� % �W§�µ×�)���]�k���)�w�)n��*�����,�z�,�{� % �,�)�*n����
n��
��§¦	��
��³§®��t¡���*��n % �
n���	��)��	��b�)_�qn���	��!��� %�% §®����n��*��- 	��ª�)��q��� % ��n % �~�
	����±¨ m �� eg �j����-_�����
�L�
� % 	����_�s���!�
���²j���*�¥	% �}+�� % -�n��y�)�L�
���~���_�zµ m � %�% ���=���_-Ç�}|z�{j��������	����)���)���}�)	�������¨ m ���Ö�x_r $ ��� % ��n % �w�)	�����§¦	��)���nz�&�)_�
®��n % ����� ´ �����
�*���}�)	���� ���
��-�n������]�ã�
	��¥	 % ���o�j���_- �,�)�*n����
n��
�~pF�¯|_�����_���
j�~���)_� % �W§®���*���

g
�j�~��-a e1g ↑ bF	��������¦�����¥� % ���
� % �]-��}�{���{_��-�t¡�*���Þ�)����*���*�=��të�
����

g
������-���pj�
���*n % �
	����!	������¥�}�{� %�% 	����j�~��-

�*�
�
n��}�)n��*��¨

�!?
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²Z	���n��*�Ç��¨��_�-/����}µ � % �����
�
����r&�����
	��)	����,µ ��t¸µ,x��{�~�
����t¡���¦�����
	�t¡���*�
���¥�����_���)	�� Õ � Õ 	0/
2
¨

þ9ÒsÑ ÷¶û�á�å�Ú;ônÕ<Ý9ÜGå[Z�Ú;ô�Ù�å�Ú�Ù�ô�áâÕ¼Þ]\FÛ.\ Ü_^
2

©ª���`����	��¥���L-�	��
��n��
�*	����!�
���o���¯0®�¯0�7¯±´v� % ���}�)�*����	��=�*�
�
n��}�)n��*���s� % ��n % �~�)	������h�j���*��-q���L-������*	��³�]t¡n����¯µ
�)	����j� % �)������*�vaRr�² m b¯¨ $ �=�	�����
���]�`���)�~�
n��
�~p Õ � Õ 	0/

2
j�����
��o�
	��]� % ����}|_�������j� % ���*���*�)� % �*�
�
n��¯µ

�)n_�
�ÅaY�
�������=���
��n�� R3̄m pz�_��¨�û_*2*2bc�*��W§¦�L	��L²¢	���¨n�_¨�û�p��~��-Ln��_-����*���z���®�o�*�
�
n��}�)n��
� % �)�)�~���
	��)	������)�
� % �W§®���,µ³�,���¥�]���
�*���¥�����z� % 	���	����,�)�*n����
n��
�!§¦	��)��)��v�j���)�~�L���������
	��o�
�j�~�������*��n�� C2/m aY�_��¨vûW 2b
�~�®���k��n_��#�"�"ÅEÏ\¶ûG^R¨ m �	�� % �w�
�)���F�,�)�*n����
n��
��	�� % �s�����*��-q�~��-L�¥�s�¥�k�¦+z	���§F��-����®�����~�
�)�~�������]�����F��t
� % 	����� % �¥� % �������~�
��- Õ 	z/

6
�����)�����-��)���
���j���
�~�)��-���� Õ ���*����}�)��¨ m �� Õ 	0/

6
�z�}�{�����-��)��	����
�	��®�L�wµ

�)���
	�� % ���*�¦��-����¯µ³�*j���
	������
n_�{¥�)��~�c�)�� Õ 	j	����_�»t¡���
�����)�
	�������n % ��� % �~�*�)	�����¨ m ����*�&�~�
���³§F�y�³���k���h��t
�s|��z�����¥�~�)���]�»-�n_���)���)����,�)�*�����¼~ m -_	��*�
���*�
	����±p���	�+z	������*	��
�F�)���³§®�o-�	q3±���
����� Õ 	�µl/U�k����- % �������
����
t¡��n��¦�*����*���k����-��=��tc�~�����
�s|z	��¥�~�
� % ��û�¨ ü_û ` pk����-��³§®� % ���������������~th z¨�û�� ` ¨ m �� % �~�
�
	������j���)�~��µ
���
���*�o���
���)��������t¡�*��� ' �}t ¨I\¶ûG^ m _�]�¥�����_���)	��!�,�)�
n_���)n_�
����th�)_	����¥�~�)���
	�� % 	��������)	¶µ t¡���
�
���L���������
	��
a $ ²wb®��t��³���`� $ §¦	��
�� Õ	` � % �
���]�`���)�~�
n��
����t TN ≈ 20 E�¨�\��J^
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Ni
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²¢	���n��
�<��¨�����®j���
���}µ³-_�����*	��³���������)��n��
��t¡���=�)��!�z����n���	���- Õ 		a¡�
g
b��j�~��-������z�{��	�����-�t¡�*���?�)�� % ���s� %

�
�_	��zµ -������*	��³�ª�����_�
�s|z	��¥�~�)	���������- � % ���*�)��-Á���Á�)��¥�
j��-_��- � % �����]�
��W§¦� 	�� ²¢	���¨���¨�û�¨ m ��¥� % ���_�
�������)��	��_���`�~�)b�
�� Õ 	¶µ{/�µ Õ �wµ{/�µ Õ 	c���_- �)��qü�" ◦ Õ 	¶µ{/�µ Õ 	h�
n��k���*�}|z�{j�����������~�)���¨ m ���-j�~�
���-zµ% 	����&�*���}�{����� % �&	���-�	��s�~�
���F�
��¼~������µ m � %�% ���E-�	��,�)���,�)��- Õ 	0/

6
�����)�����-��
���±¨ $&%�% Õ 	�aY-�bh���
�_	��{� % �E	����)_�

���,���*�{� % �~�
�����*	������
��-¥� % ���_�o�
��¦�)���]��-�	��
���}�)	�����	���-�	��s�~�
	������)��¦�
�wµ³�s� %�% ��-ÅH³t¡���*�
��-�	��,�)���*�
	�+��!|®���
��	��{� %
���*-����*	�����p_	��_t¡���
�
��-qt¡�
���9�)��o����n_�)�*�����*�s�~�*�)���
	��_�¥�¯|_�k���*	��]�����)��¨�\ ��pk#_^

��ü



m ���o��GÃ	¯0®�¯0�C¯±´�� % ���}�)�*����	����,�)�
n_���)n_�
����� % ��n % �~�
	����_�&§®���
���k���,t¡���
�]��-�t¡�����)_� % �W§��)���]�k���)�w�)n��*�
�*�
�
n��}�)n��*�qn��
	������
�� % ���s� % �*��	���µ³-������
	��³� ���_���
�s|z	��¥�~�)	����"aRÖ�x_r $ bv�
�ã-����_�
	��³�ªt¡n����}�)	����j� % �)������*�
aRr&² m b}¨ m ����
� % t¸µ³�������*	��*�
�����®�
	�����,µ³��	���-�	��_� % 	��������F�!n_Ô]�zµ �
	��L���
��	��{� % �Ça m mUÖZ� m /¼bE�¥�}�)���-L§®���
n��*��-;\��21�p@��üM^R¨ · �q��-�-_	��)	�����§®���¥��-���n��
�&��t(�)_��þ Ö�x_r $�} ´ þ&�����
�*���}�)	����;\���"M^k�)���k���*�)���®��������n�����t¡���
�)_�!�����
�
� % �~�
	������'3`���}�)��¨ m ��v���zµ³�*	��
��®��n % �������������
������t U = 5 ���æt¡���=�
�� Õ 		aY-�b¦���*��	��)� % ��§®���
n��*��-(¨ · �ª�)_�]�¥�����_���)	����s� % ��n % �~�)	����(p±�
����*���]�¥�}�)�*�ã	��o�����y�
��-�n�����-ªt¡n_�*�)_���v����-��)����¥�������}�)	��
n���	������ %�% 	���� % �
�ã�]������� % 	���	���§¦	��) �*�j���������
��n�� C2/m §¦	��) �³§F�Çt¡���
�!n % ��n_��	��
���`����n���	������ %�% ¨
m ��¥�s� % ��n % �~�)	������&§F���*�L�
��� % �~�y�*� % �~�)	�+z	��*�
	�������-��)_�¥+����Bm����,�)zµ³����-�	��;\ ��û�^F�¯|z�{j�������¯µ³�����
�*� % �w�)	����
�k���)�����
	¸� % §����¦n��*��-(¨

©Ð	��
�	����)��&Ö�� m /÷�~�)���]	��¦�*������*�������_�
�s|z	��¥�~�)	����.aRÖ�� m /�µ $ x $ b¯p��
�� $ ²�µ $ �*�
�
n��}�)n��*�&§®���
t¡��n��_-b�)���`���)��¥���
��n���- �,�{�~�
��p % �W§®���!	��ª�������
�����
j��� �k���)Á�)��]t¡���*�
���¥�������}�)	�������- �j�~�)���¥���~µ
���}�)	�������� ¹ ��n_�)�~�
	�������¨ · �o§®���ot¡��n���-Á�)j�~�o�
�� Õ 	h	�����	���	��ª� % ��§æ�
��	��ª�,�{�~�
��§¦	��)��)_�¥�����¥	��j� %
������n_�j�~�)	������ t62ge1g ����- �Ç�L�~�������
	����]���]����� µ ≈ 0.5 µB/

Õ 	�	����(¨ m ����L�~�������
	����]���]������	��
�
	�����	 ¹ �s����� % �¥�
��-_n�����-�t¡�*���9�
����}|z�k���}�)��-���n��_-(Ñ �¦�*n % �&+~� % n�����t µ = 1 µB/

Õ 	(-�n_���)���)����,�)�*�����
������
	�-�	���~�)	����q��t��)�� Õ 	�a d b®�~��-�/�a p b®���
�_	��{� % ��¨

m ��o�j����-��,�)�
n_���)n_�
�o	����*��W§¦��	���²¢	��_¨n��¨ý z¨ m ��o�j���_-��¦���
���������*	��*�
������§¦	��
�� % �W§�µ³�*��	��q�,�{�~�
�
pz§¦	��)]�)�� t2g �,�{�~�
�����k��	����!�����]� % �}�)� % ���z����n��_	���-¥§¦�	 % �=�
�� eg �*�)�~�)�������*�&��� % ��û8�� �µ ¹j%�% ��-ya t62ge1g b}¨m �� t2g ����- eg �j���_-��&�~�
�o�
� % 	��¦�����]�,�)�*�����]���*���,�{� % µ ¹ � % -(p�§¦�	 % ���)_� e↑g ����- e↓g ���
�o�
� % 	��¦�����)_�
�}|z�{j�~�����=����n�� % 	��_�&§¦	��
��o�,�)�*�������
 ∆ex ≈ "_¨ý#����!¨ m �� Õ 	�aY-�b��z����n��j�w�)	������`��	���� t62ge1g p��)��¦�w�)���
	��ä~ m µ ���}�)	�+������_-��)���-������������
��������tP�)�� eg % ��+�� % �F	��E�)���� % 	�t¤�
��-(p�§¦	��
q��~ m �
� % 	��*�)	���� ∆JT ≈ "_¨�*
����¨ m _�y�����}µ � % �����
�
����-����_�
	��
	�������t¢�,�{�~�
�������
���*��W§¦��	���²Z	���¨��_¨��_¨

©b����W+��y� % �*�������]��n_�
��-��
���� % �����
�
���_	����{j�~�
����-������
	��³�Lt¡�������q�������
���L�)���_���&§¦�	��{�	���� % n�-����
��� % ���)��L+~� % ������� eg �j����-±¨ · � ��t¡�)���]�]��t¦�
�}t¡���
�������q§¦����
�L�
�� z �w|z	��v�`��	����)�!� % ���_���)_� % ���_�
Õ 	¶µ{/ �k����-(p�§®��t¡��n���-��
�	��F�j����-L�
���k����t 3z2 − r2 �{j���)�~���)����¨ m ����{����
���¯µ³-������
	��³���������)��n��*�����*�
� % ���
�
��-Ç	���²Z	���¨¼��¨���p(§¦�	��{�� % �s�~� % ���
_��§��)��t|¯t¡���
�*�~µ³���
��	��{� % ���
-_���
	�����p�|y§¦����
�]� %�% �)�� 3z2 − r2

���*��	��)� % ������� %�% Õ 	��~�
���¥��	����
��y�*�)�*n����
n��
�v���*�y���
	������)��-�� % �������)��y�)���]�o-�	��*���}�)	����(p_�)�W§®���
-_���)_�
� % �������w�)��- Õ 	¶µ{/ �k����-b§¦_	��{ % 	����y���b�
�� Õ 	�µl/&µ Õ �wµl/�µ Õ 	¢�
n��k���*�}|z�{j�������q�j�~�) ���!	���-�	����~�)��-b	��

��"



�)_���������)��n��c� % �~�s¨»Ø % �����
�
���_	����,�)�
n_���)n_�
�¦�s� % ��n % �~�)	�������t¡���¢�)_���	����µ �)���¥�k���
�~�)n_�
�®�,�)�*n����
n��
�~p�§¦_	��{
j����n_��-�	��,�)���,�)��- Õ 	0/

6
�����{�~���-��
�_p_§F���*�v� % �
���k���,t¡���
�]��-��~��-��������
��	��{� % ���*-����*	�����§®����t¡��n���-qt¡���

�)_	����*�
�
n��}�)n��*��¨ m ��yr�² m �s� % ��n % �~�)	����������*��-�	��*��n��*�
��-ã	���t¡n %�% -��}�{��	 % 	�� ' ��t ¨�\ �� M^R¨

þ9Òuö 
 Û�ãÅÝ9áäÚ�Üa��× Ü'Ý \FÛ.\ Ü_^
2

b,cedfchg ikjmlon�p�q_r@pVsutPn Éwvfx�y pzj	{ut
m ���t¡���*�
���¥�����_���)	��!�¯|_�{��������]	����)���)���}�)	�����§¦	��
�	��ã�
���� % �~����	����]��-_	¸�~�
��-ã+�	¸�L�
����s|z�������b�w�)���
t¡���*�¥	����q�)�� 900 Õ 	�µl/&µ Õ 	»�k����-±pZ§¦�	��{b	��o§F�s��� % ��t¡���
�
���L���������
	��]���������
-_	������)���)��¥��� % �����
�~�)��-
u��z��-����_��n���zµ	Eo���j���]���
	¶µ $ ��-����*�
���v�
n % ����¨ m ��¦�
n % ���,�{�~�
���c�)j�w�»�)�� 900 �}|z�{j�������=�k���³§F����� ¹j%�% ��-
���*��	��)� % ��	���t¡���*�
���¥�������}�)	�������-��
� % �~�
	�+�� % �¥§®�����:\�û�û�p(û� M^R¨

m ��	 %�% n_�*�)�
�~�)�¦�)_	��®t¡���F�)������*���*�����=�����]�`��n���-(p�§®�o��-_���_�=���
	��¥� % �&�]��-�� % �
��W§¦��	���²¢	���¨n�_¨ #zp
�
�}�{��	���	��_�!��� % ���)�� z2 ���
��	��{� % �®�~�®�)��������
	�+��&���
��	��{� % t¡���F� % �����
�
���¥�)�)�~���*t¡���������)_���³§F���
�)���_�
	��
	����
�]���{� % ��pj�������*	��*�
�����&§¦	��)��)��v���
�_	��{� % ���
-_���
	����]�
��W§¦�ã	���²¢	���¨Z�_¨���¨ m �� Õ 	 t2g ���
��	��{� % �=���
��t¡n %�% �
������n_��	���-(¨ m ����*�o���
�&�����
nj� %�% ���³§F� 900 Õ 	¶µ{/�µ Õ 	N�j�~�)_�®t¡���
�]	��_�!���*º�n����
��� % ��º�n��}�
�)�������
_��§¦��	��
²¢	���¨���¨���p(�
�q�
j�~�sp±�������*	�-����
	����L�)_���³§®���j�~�
����)�q�k��	���-����k���_-������sp(�
����}|z�{j�~������§¦	 %�% �k���³§¦	����
��t��)��o�¥������	��)n�-_���s� % ��n % �~�)��-qt¡���¦���
	��_� % � Õ 	�µ{/�µ Õ 	k�j�~�)±¨

©b�E���*�
n��]�c�)j�w�ë	�t��³§®� eg � % �����)�*���������*�E�_�
���*�����Z�����)��c�)�
�����*	��)	������]���{� % �~�)����ps�
������k���
o§¦	 %�%
������n_�����
�� z2 ↑↓ ���*��	��)� % ��p�§¦�	��{�	��¦tY�W+����
��-ã���q�)���~�����zµ m � %�% ���¦�������
�������~	��(¨ m ���� % �)���
�j�~�
	�+��
����� ¹ ��n��
�~�)	���� ��t z2 ↑ p x2 − y2 ↑ 	��]�������*	�-����
��- �)�ªj�s+��ã���	���������������*����p��k������n��*�ã� % �)���n_��
tY�s+����*��- ���b�
����=n���-(ÑÒ���
n % ��pZ�)����
��	��!����~ m ���_���
�~�b���~	��ªt¡���v�)_	��!�,�{�~�
��p»§¦�	��{ 	��v	��]�`���,�{�����
�
	��������³§®��� % ���}�)�*���������*��������n_��	���-(¨»©Ð	��
L�)�	��®�*�s���*����	��_�!§®�����¥	��F�
�� x2 − y2 ���*��	��)� % � % �
�������
����
	�����n_���¥��-�� % ¨

m ����L�~�������
	���	����)���
�����
	����_�����
�q�k���,�]-����*���
	��`��- 	�� �)���
�]����t��
��q�� % ����¨b©Ð	��
 �)����s|��z�����
�
_� %�% t¡n %�% �~��-��)�� Õ 	 z2 ���*��	��)� % �¢�z����n���	���-����������¦� % ���}�)�*�����s���{(p�§F����W+��¢«*n��*�h�³§F�v�� % ���c�_�
���*�����
	����)_�!�*���,�)����¨=²jn��*�
����*�¥���*��pj§F������� % ���}���
��y-���n�� % �v������n��j���_������t¢�
��!�� % ���=�����)�� Õ 	��~�)����p
§¦�	��{¥§F��n % -]j�s+��&�y�!n��{L�	�������c�������
����¨»©Ð	��)��)_���
�=�
	��¥� % 	 ¹ �s�~�
	�������p��)_�������]	 % �
����	����!t¡���c�)_�

��û
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�P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P� �P�P��P�P��P�P��P�P��P�P�
�P�P��P�P��P�P��P�P��P�P�

�P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P�
�P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P��P�P�P�

²¢	���n��
�¼��¨ý#z������-�� % t¡���=�
���ü�" ◦ Õ 	¶µ{/�µ Õ 	��¯|z�{j��������	����)���
�����
	�����§¦	��
�	����)�� % �s������¨�/��`���Ç���*�
�W§¦�
�
�����
���
�����¢�)��E�� % ����¨¢r&��n�� % �}µ³���
�*�W§®��-(p�-j�~�
���- % 	������ë	��_-�	����~�)�c+�	��,�)nj� % �_�
�������*�
���¢§¦	��
y�
��®�������	��_�
��tc�
�� e1g � % �����
�
������t¡�
���?�)_������	�����`���
	��_�L�)�
�����
	��)	����zµ³�]���)� % �~�
���¥�=�)�L�
����s|��������Á�~�
���5��	�+�	����
�
	��
���
�]�
���t¡���
�*���¥�������}�)	���	����)���)���}�)	����(¨

�� % �����*�s��-��

H =
∑

σ

(td†1σczσ + t′d†2σcxσ + (¨ �~¨ ) + ∆
∑

p=x,z

∑

σ

c†pσcpσ

+
∑

p=x,z

Upnp↑np↓JH(nx↑nz↑ + nx↓nz↓).
aC�_¨�û8b

�����
��p��)��&���
���~�)	����L���`���)�~�
���Et¡���®�!_� % �=��tP�*��	�� σ ���¥�
����s|��z�����q	��]�)�� p = x ��� z ���
�_	��{� % 	��
-��������)��-q��� c†pσ p�§¦�	 % ���
��&�
���¥�=t¡���F�
��&�³§F� Õ 	k�
	��)�������
��-������~�)��-q��� d†1σ ���_- d†2σ pz�
���*�`�����
	�+�� % ��¨m ��¦®��n % ���!���������
���!����-v�)����=n���-(ÑÒ�c�}|z�{j�~����������n�� % 	����&���!�)��®�W|����������
	��
�����*��-��������)��-���� Up
����- JH p�§¦�	 % � ∆ 	��F�
����{j���*�����)�
�����,t¡�����������*������tP�
����� % ��t¡�*���9�
�����	��{��� % �)���
����s|��z�������
	��)��¨
m ���_� % ���F������`�}�³§®����� Õ 		a,û_bE���_-�/�a pz bE����-¥�`�}�³§®����� Õ 	�a× 2bh����-�/xa px bc���
�_	��{� % ��p�§¦	��)¥�
����³§F�
����_��	����]�¥�~�)�*	�|q� % ���¥�����
�¦�`��	���� t ���_- t′ pN�*���
�k���}�)	�+�� % ��¨ $ �������*-�	��_�]�
�L�����
�*	��
���(Ñ �¦�)	�����*µ ��	���-_	����
�j���
���]���)�*	���~�)	����(p]\ý G^P§F�y��W+�� t′ ≈ −t/2 = −Vpdσ/2 ¨

· ��	��&º�n_	��)�!�
	��]� % �v���W§Å�)�����_�{��	����)_���������
��	�������tc�
�� $ ²U����-�²c� �,�{�~�
������tc�
����³§®�q_� % ���

�� 



����-��{�~�����)��o-�	q3±���
���������)����	�� % -q�)_�y�¯|z�{j�������y���_���
�~�

J = E↑↓ − E↑↑.
aC�_¨  2b

m ����
�Á���
�Ç��� % � t¡��n�������� ¹ ��n_�)�~�
	�������t¡���L�)��ã�³§F� �� % ���q	��U�k���)Ð�����
����� {|↑ 00 ↑〉 , |0 ↑ 0 ↑〉 ,

|↑ 0 ↑ 0〉 , |0 ↑↑ 0〉} t¡���(�)��h²»�æ�s���*�ka¤t¡���*�
���¥�������}�)	��_b`�~��- {|↑ 00 ↓〉 , |0 ↑ 0 ↓〉 , |↑ 0 ↓ 0〉 , |0 ↑↓ 0〉}
t¡���y�)��q²»� �s���*��aR�����
	�t¡���*�
���¥�����_���)	��_b¯¨ m _�����
�*��§¦�!�
��t¡���!�)���)����*��	��b��t��)��L�� % �~p¢§¦����
���)_�
¹ �*�*���~��-¥�
���t¡��n_�*�) % ���k� % �h	��L�����{������ ¹ ��n_�)�~�
	����¥�
���_�
���*����� Õ 	×û�����- Õ 	¤ zp�§¦�	 % ���)����
��������-��~��-
�)_���)�	��
- % �~�`� % ���*�����*���
����� pz ���_- px ���
��	��{� % �®���q�
����s|z�������(¨ · �¦	���º�n�	��)���
	��¥� % �&�_��§Ã�)�����z�{��	��
�)_���������
��	�������tc�
�� $ ²U����-�²c�D�,�{�~�
������tc�
����³§F�q�� % ��������-ã�)�����v�)���-�	q3±���
�������!�
����	�� % -��)_�
�}|z�{j�~�����y�������
���

J = E↑↓ − E↑↑.
aC�_¨��!b

®�����*	�-����v�
��q²c� �����
�¥§¦	��)Á�)��L�j���)� %�% � % � % 	������]�����y��t��
��L�³§F� eg � % �����
�
������¨ m ��¥�³§®�Ç�*��	��zµ
-��W§¦���� % �������*��-�	��*�)�*	���nz�)��-��~�¥���_�!�)���t¡��n����
�_	��qn��q�,�{�~�
������t��s|��z����������-q��	��{��� % ¨-/&t��
����)�~�{� %
�
	¶| ����� ¹ ��n��)�w�)	�������a 4C2

b}pF�)����
�Ç���*����� % � t¡��n����)��~���~�
���*� % ��+~�����Lt¡�����)_�����*��n���-��,�{�~�
��p�+�	�~¨�p
{|↑ 00 ↑〉 , |0 ↑ 0 ↑〉 , |↑ 0 ↑ 0〉 , |0 ↑↑ 0〉} ¨ m ����
���L��	���	��_� |↑↑ 00〉 �~��- |00 ↑↑〉} ����� ¹ ��n��)�w�)	������
-����±ÑÒ�&�¥	¶|±pj�k������n��*�!�)����
�v	��=�����k���
�*	���	 % 	��³�L��tc�� % �o�)�)�~���*t¡���&�k���³§F�����ã�
��v�³§F� Õ 	¢�~�
���]��¨ m ����
���*�E�
����*��t¡���*�F���~�Z�������*	�-����
��-!�����j���*����tz�)��h§F���
��	��_�&�=	 % �k���,�ë�
�j�~����¨ m ��®�~�
�
�W§¦������*�®�*��t¡���P�
���)_�
�
�_	�����tk�)��¦�� % ��p�§¦����
�¦�)�� ¹ �*�*�F����-��)_�¦t¡��n��*�
 % ���k� % �¢	����s���{]����� ¹ ��n��
�~�)	������
�����
���
����� Õ 	Rû��~��-
Õ 	¸ zp_§¦�	 % ���
��o�
��������-�����-��)����)_	��
- % ���`� % ���*�����*���
����� pz ����- px ���
�_	��{� % �������)_�y�s|��������±¨�xz	���µ
	 % ��� % ��pë§®�q��� % �Áj�s+����
��Lt¡��n_�!�
� % �}+��~���!����� ¹ ��n��
�~�)	������ {|↑ 00 ↓〉 , |0 ↑ 0 ↓〉 , |↑ 0 ↓ 0〉 , |0 ↑↓ 0〉}
t¡�����
�� $ ² �s���*��¨

�!�



m ��v�&���]	 % �)����	������F���
���
�����§¦�
	��
�)�������

H =
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aC�_¨���b

§¦����
� ∆′ = 2∆ +Up − JH
t¡���F�)���²»�>�����
�o�~��- ∆′ = 2∆ + Up

t¡���®�
�� $ ² �����
�~¨ · �¦	�������+�	���n_�
t¡�
���å�)��¥�*�
�
n��}�)n��*�¥��t®�)��¥�&���]	 % �)���_	¸����§¦����)_�L²c� �*�)�~�)��§¦	 %�% j�s+��]�)�� % �W§F���y�������
����¨ m ��
��� % �L-_	]3`���
���������k���³§F�������
��&�³§F�L�����¥	 % �
����	¸�~���h	��®�
������zµ �
	��
�&�������*��� ∆′ p_§¦_	��{�	�� % �W§®����	����)_�
²c�>�s���*�y����-���������y� % ���
����������	��q��t��)��o������
	�-�	���~�)	����q�������
�������q����� ¹ ��n��)�~�
	������]	�|z	��_��¨
+�nj�����)	��{�~�
	�+�� % ��pw�
��F���
��n��_-zµ³�,�{�~�
�F�������*��	�����t¡���ë�)_�®²c�9����- $ ²������ ¹ ��n��)�~�
	����_�¢���*�F�����]��n_�)��-

n��*	����]�)��v�*�{�~��-j���*-�t¡��n��,�)zµ ���
-_���=�����zµ -������������
�~�)�v�`���*�
n��
�j�w�)	������
������,�P\�û8?8^¢�~��-��{�~��	������)��v�+3kµ
-�	��������j� % �j���*�v��t��
��������]	 % �
����	����Ç���y�)��]�`���*�
n��
�j�w�)	����(¨ $ ��� % ��	������)�	��y�
���
��L�����]	 % �
����	������
ØcºN¨ka6��¨���b}p�§®�&���_�{�~	��L�
��&	����
�)�wµ % �s�����®�¯|_�{��������xa¡-������~�)��-q�����]�¥��� % ����� JF t¡���h�)�	��®�����¥�k��n���-�b
�)���k�

JF = 2 ×
V 4
pdσ

∆2

(
1

Up + 2∆ − JH
− 1

Up + 2∆

)

, aC�_¨ #2b
§¦����
���
���tY�~���)���¥��t&�³§®� �����]����t¡�
���:�
���tY���}�¥�
j�~�]�)����
�����
���³§®� ü�" ◦ Õ 	 − / − Õ 	=���~�)��¥���
�)_� �*º�nj���
� � % ��º�n����*�)�~¨ m �� �
���*n % ��	��Ç�����_�
	��,�)������§¦	��)÷�)�� �¯|_�_�
���*�
	����æ��	�+����Å���Å�����*�
��+��W�
����-�E�����]�
��	�	±\��2�8^E���_-ª	���§®����� % �Çt¡���*�
���¥�����_���)	���	��Á�����*�����¥�����o§¦	��)������]��tE�)��¥u��z��-����_��n���zµ
Eo���j���]���*	�µ $ ��-����
�
���¥�*n % ����pz§¦_	��{��,�{�~�
���®�
j�~�s�c| $ 90◦ µ³�¯|z�{j�������&�`�}�³§®������j� % t¸µ ¹j%�% ��-����*��	��)� % �h	��
t¡���*�
���¥�����_���)	�������-�§F�s���P|~¨]\�ûW M^

m ��Á�j���
	�������z�*	���� % �¥���{j����	��
� �~tv�
��Át¡���
�*���L�~�������
	��ã����n�� % 	���� 	��q�
	��¥� % ��¨Þ²j�����
��Á²c�
� % 	������]�����F��të�)�� Õ 	±�*��	�����p_�)_���³§®�~µ �� % ���*�)�~�)�������s|���������j�~���)����
���¥�&�
��	�����p_§¦_���
���������*����	��
% �W§F���=��� JH aY��n��_-(Ñ �&�������
���������)��y�s|z�������Ç�
	��)�_b¦���=�����]�j���*��-��)�¥�
��y�������
������t»�
��o�³§®�~µ �� % �
�*�)�~�)��§¦	��)������k���
	��)���*��	�����¨ m �� % �~�
�
����	����
� % ��+~������t¡����+�	��,�)nj� % �������	�����	��ã�
����s���*�¥��tE�)_� $ ²
� % 	������]�����h��t`�)�� Õ 	N�*��	�����¨���	��*�)n�� % ����_��	����y�)����
�}t¡���
�=���
��-�n������®� % ���
�����h����	�����t(�������
����t¡���h�)_�
²c�>�s���*���)j����t¡�����
�� $ ² �s���*��¨ · �=	����)_	���-�	q3±���
���_�����)j�w� % �s��-_���)���)��y²c� 	����
���)�~���)	��������¦�
�����

�2�



�}|z� % 	���	�� % ��t¡�
���Þ�)_���`���*�
n��
�j�w�)	����zµ �
������,�]�
���*n % ����tZØhºN¨�a6��¨ #+b}¨»©Ð	��
�	��¥��n����]��-�� % p��
����¥�������}�)	��
�}|z�{j�~�����o§®��n % -��`������
�]	�t��)_���
��§®���¦���¥��n���-±Ñ �=�������
���������
��o�s|z���������*	��
��¨

· �]	���� % �s�~��t¡�
��� ØhºN¨ a6��¨ #+bv�)j�~���
��q	����
���)�~���)	���� 	���� % §®�W����t¡���*�
���¥�����_���)	���pc	��
�
���
�k���}�)	�+��q��t
�)_�o�&���]	 % �)����	������j���
���¥�}�)���
��¨h�=�W§®�}+�����pk����n��
n�� % p��)����,�)�
�������
��~t��
���	����
���)�~���)	�����	�������+�	���n�� % �
º�n�	��
���*�����*	��
	�+��¦�)�y�)��=�¥������	��)n�-��¦��t±�)��=�j���
���¥�}�)���
��¨ m ����	����v�³����	��s� % �j���
���]���)���
��� Vpdσ = 1 ���!p
∆ = 4 ����p Up = 5 ����p_����- JH = 1 ����pz§F� ¹ ��-q�
���+~� % n��=t¡��� JF ≈ 10 E�p�§¦�	��{q	�����të�)_���)���]�
���*-����¦��tZ�L�~����	��
n�-����~�¦�
��o�¥�����
n_�
��-�+~� % n_����t®û��xE�¨]\�û�^

b,cedfc�� ikjmlRtPnoq�rhpVsutPn Éwvfx�y puj/{ut
©ª�F���W§ �
n��
�y�)�¦�)��F	����)���,µ % �s�����ë�¯|_�{��������F����n�� % 	��_��pw§¦_	��{!	��ë�}|z�`���
	��¥�����)� %�% �o�����)	¶µ t¡���
�
���L���������
	��
����-¥	��]+z	���§U�~tP	���p�	��F-_�������
��-������)_�&�*�����k� % JAF ¨ m ����*n��k���
�¯|z�{j�������&�j�~�)L	��c�)�� Õ 	¶µ{/�µ Õ �wµ{/�µ
Õ 	��j�~�
����Z�
��W§¦��	��!²¢	��_¨Eû�����-�� % �
��	���²Z	���¨���¨»xz	��]	 % ���(�j�~�
��Z�
j�~�¢�������_�����¢�)�� Õ 	z�~�)���]�����!�)_�
��-w«
�~������� % �W�����*�c��n_�c§¦	��
�� 90◦ �k����-]�~�»�
�� Õ �o�~�
��� aY�
���=²¢	���¨���b�§¦	 %�% j�s+�� % ���
�c�������)�
	���n_�
	����!�
�
�}|z�{j�~������p��`���s��n��*����tz�)��h�³���`�F��tj���*��	��)� % ���*-����*	����=��t��
��F�� % t¸µ ¹j%�% ��- Õ 	�aY�

g
bë���*��	��)� % ��¨ ´ ��������n���	���-

Õ 	�aY�
g
b®���
��	��{� % �®j�s+��y_	���������������
���q����-q§¦	 %�% �������
�
	���n_�)�o��n_�{ % ���*�¦�
���)����¯|_�{��������y�`���s��n_�
�o��t

�)_� % ���*�����Z�������
���!-��������¥	��j�~�)���»����-��~�
�����]	��*�)��-�	��!�
����]�z-�� % �����¥	 % �
����	¸�~� % 	��~�®	����
������*��+�	���n_�
�
�����
	����(¨

©b���¯|��~�¥	������)����¥�������}�)	��L�}|z�{j���������j�~�
��- ��� �Á�*	��]� % �¥�)��*�����
	��)���¥��-�� % �
�{����L�w�)	���� %�% �
�
_��§¦�Á	��ã²¢	���¨��_¨�*_p`§¦����*���
���� % ���}�)�
������������k���³§F�����Á�
����³§®� Õ 		a eg b����
�_	��{� % � % �z���~�)��-ã���Ç�)_�
��-w«
�~������� % �s�����
��+�	¸�ã�
��q	����)���
�]��-�	��~�)� Õ ��a s b¯¨ · � �*�s� % 	��³�Á�)�� Õ 	�µ Õ �ã����_��	����Ç�)�������¥� % ������+�	��
�)_�L	����
���
�]��-_	¸�~�
�x/ (p) ���
�_	��{� % ��pë��nz�!t¡�����)_�L�)�~���L�~t��
	��¥� % 	���	��³��§®����W+��L�������
	�-����*��- ��� % �Ç�
��
�6ÆÇ��°��C¯0Á+� Õ 	¶µ Õ ��_������	���� t ¨
· ��	��&�¥���*�!������+����_	�������t¡�����)���	����)��� µ % �W�������s���*���)�L§¦�*	��)�v�)��������]	 % �
����	����qt¡�����
���� % �����
�
���_�

�)�w�)����¢�)j�~��t¡���Z�
����� % ����¨ m ����*�¦���
�F�³§®��� % ���}�)�*�����c	��v�)����,���*�)���H����-±p�������	��(p���n��»����� % 	��¢�)����� % µ
��n % �~�
���)�� $ ²ëµ ²c� ���_���
�~�q-�	]3`���*���������)��-����
���*�¥	������)��o�¥�������}�)	����}|z�{j���_����¨ m ��v�&���]	 % �)����	����

��#



�
����-��
Hel =

∑

〈i,j〉σ
tij(c

†
iσcjσ + (¨Ò��¨ ) +

∑

i

εini + Uini↑ni↓
aC�_¨�*!b

§¦����
� c†iσ ÑÒ�=-_�������
�y�
��o���*�s�~�
	��������k���
�~�)���*��t¡�����)��o� % ���}�)�*������p t 	����
��o�'3`�����
	�+�� Õ 	�µ Õ ���������	�����p
εi
	��v�)��q����µ³�
	��)���������*��� �~���
	��
� i pc§¦����
� i = 1, 2, 3 ���*��pc�*���
�k���}�)	�+�� % ��p Õ 	�a,û8b¯p Õ �_pE����- Õ 		aR 2b

�~�
���¥��ph����- Ui ÑÒ�����
�¥�)��q����µ³�
	��)��®��n % ���!� 	����)���)���}�)	���������� �
�� Õ 	Ça U1 = U3 = Ud
b�����- Õ �

�
	��)���xa U2 = Us
b¯¨ Õ ���)���
j�~��t¡���&�
	��]� % 	���	��³��pN§®��-��q�_���o	���� % n�-_��	��ã�
����¥��-�� % �&�~�¥	 % �)����	¸�����)_�

~������µ m � %�% ���¦�
� % 	�� e2g ���*��	��)� % a ”x2 − y2” b��`���s��n_�
�!�~tc	��
���	�������=�������*����¨ · ���
��!�_�
���*�������*�����
	����±p
�)_��������_	����q�k���³§F����� Õ 	»����- Õ ��	�� ¹ |_��- tij = t �P��W§F��+����o	��&§¦	 %�% �`�!-����k����-_�����y���ã�)����~�)���
�k���
	��)	������®§¦�����§F�y	���� % n�-����
��o� % �����
�
���zµ ������_��������n�� % 	��_�]	���� % �~�
�
�����*���}�)	����(¨

m ��y�&���]	 % �)���_	¸���]t¡���®�)_�v²»�>�,�{�~�
���`� % �W§Ã	�����	�+�����	����)��o�j���*	����*���s� {|110〉 , |101〉 , |011〉} p
	��¥�)j�~�®���
-_����pz§¦�	 % �=�
����j���*	��®�*���¦n��*��-�t¡���F�)�� $ ²b�*�)�~�)�&	���� {|100; 001〉 p |100; 010〉 , |100; 100〉 p
|010; 001〉 , |010; 010〉 p |010; 100〉 p |001; 001〉 , |001; 010〉 p |001; 100〉} p~§¦����
�E�)�� ¹ �
�,�¢�)_�
���F��n���µ
�k���
�®	��������{������ ¹ ��n��)�w�)	����������*�
���
�k����-��)���
���������n��j�~�
	������®��tP�)��&�
��	�� ↑ ���
�_	��{� % �E�����)�� Õ 		a û8b}p
Õ �zp�����- Õ 	�a× 2b��w�)���]��pE�
���
�k�����
	�+�� % ��p®§¦�	 % ���)_���*���¥��	��_	����ã�
��
������n����k���*�¥�����
�*���*�`���_- �)���)_�
������n_�j�~�)	�������t��)��o�����
�
���
�k����-�	������
��	�� ↓ ���*��	��)� % ��¨

©Ð	��
��
����*�v�����
	����
���
��pj�)_�v�����]	 % �
����	������E�
�s�~-

H↑↑ =
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�������������������������
�������������������������

3z2 r 2d

6t
2g

6t
2g

1eg
1eg

1eg

������������

Ni(2)

Na

Ni(1)

t t

∆

Na

( )�������������������������
������������
���

�������������������������
������������
���

²¢	���n��
�Å��¨�*z� $ �
��
���}µ �
	��
���¥��-�� % t¡�����)����¥�������}�)	����}|z�{j���_���¥�k���³§F�����b�)_� % �s�����*��¨ m ���+�	��*�
nj� %
����_��	����q�k���³§F�����b��	��{��� % ����-��
��-�	�n_�5������n��
��+�	¸�L�
���	����)���
�]��-�	��~�)�!�W|��������b�~�
����p±§¦�	��{�	����
�¯µ
� % ������-�	����
��o�¥��-�� % ���������'3`���}�)	�+��!-_	��
�����=����_��	����]�k���³§F�������)��y��	��{�~� % ����-��)_�v�s|��������ã�*	��
����¨

��?
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0 t 0 t 0 0 0 0 0

t ∆ t 0 t 0 0 0 0

0 t Ud 0 0 t 0 0 0

t 0 0 ∆ t 0 t 0 0

0 t 0 t Us + 2∆ t 0 t 0

0 0 t 0 t ∆ 0 0 t

0 0 0 t 0 0 Ud t 0

0 0 0 0 t 0 t ∆ t

0 0 0 0 0 t 0 t 0





























. aC�_¨¨?2b

m �� Õ 	�µ Õ ���{j�~�
���¯µ �)�
�����,t¡���¦�������
���������,� ∆ 	�����	�+��������

∆ = εs − εd +
1

2
∆JT ,

aC�_¨�1!b
§¦����
� εs ���_- εd ���*�&�)_� Õ �����_- Õ 	(����µ³�
	��)���������
��	�����p_�
���*�`�����
	�+�� % ��pj����- ∆JT

	��®�
���~���_�zµ m � %�% ���
�
� % 	��*�)	������`�}�³§®�����Ç�)��y�³§®� eg ���
��	��{� % �¦���&�*�����Ç	��ã²¢	���¨���¨��_p`�*�L�)��~�&�� % tc�~tc	��=	��=�)���~ m �������
���
����	���t¡�����)_�y� % �����)�*���(¨

²¢	��*�*�h��t(� %�% p~§F�������]������� % n�-_�=t¡�*�����
����,�)�*n����
n��
�=��tk�)����³§F���&�~�¥	 % �)����	¸���_�Z�)��~�c�)��¦���*��n���-�µ
�*�)�~�)�y���_���
�~��t¡���¦�
��y�j���)� %�% � % ����� ¹ ��n��
�~�)	�����	��¦�	�������¦�)������
j�~����t¢�
��v�����)	�µ �j���
� %�% � % ����� ¹ ��n��)��µ
�)	����(p�t¡���»�
��¦�
	��¥� % ���
�����
�����)��~� H↑↑

t¡���*�¥�h��-�	��������j� % �
n��_� % ���{����t H↑↓
p��*�y�
j�~�c�
��=+~���*	¸�~�
	������ %

���*	�����	�� % �y-_	����)�~�)�����
�� % �~�
�
���¦�)��j�s+��!�)�� % �W§F���&���
��n��_-zµ³�,�{�~�
�!���_���
�~��p % �s��-_	������)�n��&�
�q���������)	�µ
t¡���*�
���¥�����_���)	����}|z�{j�~������¨

²j�����bº�nj�~���
	��)�~�)	�+����*���*n % ��p¦§F�Ç������-��)� ���_�{��	�� �
��ã���*��n���-zµ �*�)�~�)���������
��	����������
�*�����L�)� �)_�
t¡��n��,�)zµ ���
-_���=	����)��v�`���*�)n_�
�j�~�
	������)_�����,��¨�²N���¦�
���²»� �s�~�
��pk�)��v�}|_���}�����*��n���-zµ �*�)�~�)�y�������
����	��
��	�+��������

E↑↑ = (∆ −
√

∆2 + 8t2)/2. a6��¨ýü2b

�!1



²j�����)�� $ ²æ�����
�~p��)����}|_�������}|z���
���
�*	�����t¡�����)_�����*��n���-zµ �*�)�~�)���������
��� 	��]�)�~�
����¥�����]� % 	��s�w�)��-
����-Ã� % �
� �)���t¡��n��,�)zµ ���
-�����aY-������������)�~�
�_bq�`���*�
n��
�j�w�)	����Ð�
������*�Ð	���º�n�	��)�Á	���+�� % +���-(p�n�� % ���*���)_�
-������������)���}� 	����
���¥�W+���- 	�� � % �W§ ���
-�����	��b�
����k���,�)n��*�j�~�)	����(p]\��+�J^®§¦_	��{ 	��v�������
��������
�q����
�~¨
/&t¤�)���b	��Á�)�� % 	��)���
�~�)n_�
��pë�����zµ³-��������_���)�w�)�L�k���,�)n��*�j�~�
	����Á�)������*��	��!���_� % 	���-Á���
�*��������n�� % �Á	��b�*n��{
�s�~�
����p % �s�~-�	������
�]��§¦�*�����]���
��-�	��}�)	�������tZ�
��o���
�}tY�����
������t��)���t¡��n_�*�)�µ³���*-������
���
��¨

· �G�
��Á���
���
�������s���*��p�t¡���,�)n����~�)� % ��p=�)����,�z�]�]���)�,�U���*���
������	�� H↑↓
� %�% �W§¦�qn����
� �����]��n_�
�

�)_�ã���
��n���-zµ �*�{�w�)�ã�������*��� E↑↓
	��¿�
���t¡� %�% �W§¦	��_�ª�¥����������¨ ©ª� ¹ �*�*�q�����]��n_�)���)��ã��	�������+�� % n����

��n��]���
	��s� %�% ���~��- ¹ ��-ª�)j�~�v�)��¥�}|_���}�����
��n���-zµ �*�{�w�)�L��	������_t¡n����}�)	������!��W+��L�)_�L�*���]�¥�}�)�*	���t¡���
�
|1, α, β, α, γ, α, β, α, 1> ¨ m �	��E�s���¥� % �
�y�`�¦�s�~�
	 % ���
�����]t¡�
���æ�
��=�*���¥�]���
�*���~t±�)_�&�����¥	 % �
����	¸�~�
��¨�?z¨�©ª�y�
����ã���`���)�~�
�y�
��!�����]	 % �
����	���� H↑↓

aRØcºN¨���¨�?2b¦����	���pN����-ã�*� % +��y�
��v�
	��]�}µ 	���-����`����-������
xz�{��uÈz��-�	��_�����=��º�nj�~�
	����±¨ $ ���¥�
���
n % �spN§®� ¹ ��-��)j�~�=�)_�!���*��n���-zµ �*�)�~�)�o��	�������+~� % n�� λ �
�~�)	�� ¹ �����)_�
t¡� %�% �W§¦	����v�)�)�~���
������-������{� % ��º�nj�w�)	����(�

λ−1 = (2Ud + Us + 2∆ − 3λ)(Ud − λ)−1(Us + 2∆ − λ)−1 − (∆ − λ)/(2t2) aC��¨�ûW"!b

§¦�	��{�§F���
� % +��!���ã���Ç	��
���
�~�)	�+��!�]���
���-Ç�����*�)���*�
	����L§¦	��)ã�
���	��_	��)	�� % ��n����
� λ(0) = 0 p±§¦�	��{Ç	��
�)_��n����k���*�
n��
�k��-��������*����pN���_-q	��)���)�~�
	����v�)����¯|z���
���
�
	����ýaC��¨�ûW"!bFn_���
	 % ������+����
���������y	������{�	��}+���-��
�
�)_�ot¡��n��*�
����
-����=	��q�)��o�k���*�
n��
���~�)	���� t ¨ m ��o�
���*n % �=	��

E↑↓ = −2t2

∆
+

4t4

∆3
− 4t4

∆2

(
1

Ud
+

2

Us + 2∆

)

+O(t6) aC��¨�û�û8b

m ����	������
��L�������*��� -_	]3`���
�������L�`�}�³§®����� �)���²c� ����-ª�)�� $ ² ����� ¹ ��n��
�~�)	������yt¡�
��� Øcº���¨çaC�_¨ýü!b
����-ýaC�_¨�û�û_b}pz§F�y�����¦�)_�y	����)��� µ % �W�������¯|_�{��������o�)���k�2\ ��#M^

JAF = −4t4

∆2

(
1

Ud
+

2

Us + 2∆

)

. aC��¨�û� 2b

· �E	��h� % �s���»�
j�~�h�)��¦	����
���
�����
	�����	��h� % §®�W���E�����)	�t¡���*�
���¥�������}�)	���p�	��
�
���
�k���}�)	�+��¦��t±�
��¦�L������	��
n�-����
��tP�
����&�~�¥	 % �)����	¸�����j�~�)���]���
���
��¨ · të§®���{���~�����®�³����	��s� % �j���)�~�¥�}�)���*��� t = 0.1 ����p ∆ = 1 ���!p�����-
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²¢	���n��
����¨�?z��®���¥�����
	��
������t¢�
��!�*���*n % �
����tZ�)��v�`���*�
n��
�j�w�)	������
������,��Øcºk¨<a6��¨�ûW 2b®§¦	��)��)��y�}|_���}�
�
���
n % �)��p����_�)��	�����-Ã���U�
���-�	¸�������j� % 	�s�w�)	����¿��t!Øcºk¨iaC��¨�?2b¯p�t¡���q�)_�Á	����)�)��µ % �s�����q�}|z�{j�~����� JAF ¨£¢�~�)���]���
���
�=���*��� Ud = Us = 5 ���æ�~��- ∆ = 1 ����¨

Ud = Us = 5 ����p`§F� ¹ �_- JAF ≈ −2.3 Eæt¡�
���5ØcºN¨�a6��¨�ûW 2b}pN§¦�	��{Ç	��&�~�`��nz�&�)_�!�)�~�¥�v���
-����&��t
�¥������	��)n�-��������)��o�}|z�k���*	��]�����{� % +�� % n�����t −1 E�¨]\�û'^

· th�)������*��	��)� % ���
-����
	�����	��&-�	]3`���*������t¡�
��� �
����������*��W§¦��	��Ç²¢	���¨xaC�_¨�*!b¯p±§¦�	��{Ç�¥	������������n_�
	��ãÖ�� Õ 	0/

2
p`�)_��������_	����¥	����)�����)� % �k���³§F����� Õ 		a,û_b=���_- Õ �¥§¦	 %�% �`�v-�	]3`���*������t¡�*���?�)j�~�&�`�}�³§®�����

Õ 	�a× 2b����_- Õ �z¨ m �~��	����¥�
���� �~� t ���_- t′ pN�*���
�k���}�)	�+�� % ��pk�)��v���k��+��!�¯|_�_�
���*�
	�����t¡��� JAF �k�������¥���
�]�z-�	 ¹ ��-��
�

JAF = −4t2t′2

∆2

(
1

Ud
+

2

Us + 2∆

)

. aC��¨�û_�!b
²j�����)_�����
��	��{� % ���
	������{�~�
	���� �*��W§¦�¿	�� ²¢	���¨¶a6��¨�12b}pF�&���*�
	��*���(ÑÒ���
��� % 	�������	�+�����n�� t = Vsdσ

�~��-
t′ = −t/2 pj�*���)j�~� JAF 	����
��-_n�����-�������tY�����
������t�t¡��n���¨
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�&�&��&�&��&�&��&�&��&�&��&�&��&�&��&�&�
t

�&�&��&�&��&�&��&�&��&�&��&�&�
�&��&��&��&�
�&��&�3z2 r 2d

d
3x2 r 2�&�&��&�&��&�&��&�&��&�&�

�&�&��&�&��&�&��&�&��&�&�

Ni(1) Ni(2)

t

s
�&�&�&��&�&�&��&�&�&��&�&�&��&�&�&��&�&�&� �&��&��&��&�

�&��&�
�&��&��&��&�
�&��&�

²¢	���n��
���_¨�1_�v����-�� % t¡����	����)���,µ �
	��
���
n��k���*�}|z�{j���_���L§¦	��
����
��	��{� % ���
-����
	�����-�	]3`���*�����ot¡�
��� �)��]���,µ
-����
	��_��t¡��� Õ � Õ 	0/

2
¨

þ9Ò	þ ÷¡ vá�å�Ú�Õ¼Þ�÷ û�á�å�Ú;ô�ÕÅÝ&��'�à�Õ<Ý9ÕÅÝ ÔÖÕ<Ù�Ø�û�ÜGÝ9ã Õ<Ý 
 Û¼ã<Ý9áäÚ�ÜN��×

b,c¢b,chg Î£y t É r@t x lon�¤ujfq�¥ y ¤uj/¤uj§¦!pz¨ª©@r6lR¤uj/©@puj
xz	������h�����E��tz�)��E-�	]3`���*�����������`�}�³§®����� Õ � Õ 	z/

2
���_-�ÖP	 Õ 	0/

2
	��P�)��E�~�
���]	��c�¥���
�ë��tz�)��E	����)���*+�����	����

� % �~� % 	j�~�
��� a Õ �v���FÖP	zb»�
��
��n���¥§¦_	��{¥�
��&	����)��� µ % �W�����h�
n_�`���
�}|z�{j�~������	��F�]��-�	��~�)��-(p�§®���}|_���]	����
�)_����3±�����F��t(�)_	��h�L�~�
�h���¥�
��=�L���������
	����}|z�{j�~������¨ m �	��E§¦	 %�% � % �
�v� %�% �W§¿n_�E�
�!���*��-�	����h�)��=�'3`���}�
��tZ�
��-�	�n_�Ó	��*���)���`���*n����*�
	��
n_�)	��������q�)��o�¥�������}�)	����¯|z�{j�������~¨

m ���
�	�������-±p±§®��	����)�
��-�n������L�]�z-_� % � % �����
�
���zµ ������_���Ç�&�~�¥	 % �)����	¸�����,�{���,�)	��_�Lt¡�
��� ���*	��]� % �
������
	��s� % ��	����)n_�
����ty�)���	����
���,µ % �s������� % �����
�
���G�����	���� ����-Ð�)����*���
n % �)	���� Õ 	z/

6
-�	��*�
���*�
	��������~�

	��_-�	����~�)��-�	���²¢	��_¨���¨ ü_¨ m ��o�)���)� % �&�~�¥	 % �)����	¸���¥	������W§

H = Hel +He−ph,
aC��¨�û���b

§¦����
���)���� % �����)�*����	����j���,�c��tN�)��¦�����]	 % �
����	���� Hel
	��»��	�+���������ØcºN¨w��¨�*�����-��)_��� % �����
�
���zµ ������_���

����n�� % 	������j���,� He−ph
	���-���+�� % ���`��-��k� % �W§o¨

²j���q�)�� He−ph
�j���*��p��������
	�-������)��Çt¡� %�% �W§¦	��_� ���
��n_�¥������¨Ó²Z	��
�,����t�� %�% p¦§F�ªj�s+��ª�)_���³§F�

e1g
� % ���}�)�*�����]�������	����Á�`�}�³§®�������)_���
��
�����*	��)���¥	�� ��n��¥�]��-�� % ¨ Õ ��§op����¥�*��W§¦����� ��n��]r�² m

�s� % ��n % �~�
	�������p_�)_� Õ 	-a d b����
�_	��{� % ��j�s+��v�������]	��j� % +�� % ���_���y��t t62ge1g �*n��{��)��~�¦�)�� Õ 	P	�����	��¦	����% �W§�µ �
��	��ã����� ¹ ��n��
�~�)	�����§¦	��
���j� % t¸µ ¹j%�% ��- eg ���
��	��{� % ¨&©Ð������
�� eg � % �����
�
���Ç_�����&t¡�*��� �
�� Õ 	
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«¬««¬«¬¬®¬®®¬®¯¬¯¯¬¯
δ

Ni (1) Ni (2)Na

²¢	���n��
�À��¨ ü_��² % n����
nj�~�
	����v~��~��zµ m � %�% ���!-�	��*�)���*�)	����b�~t=�
�� Õ 	z/
6
�z�}�{�����-��)�Ç�~��- �)����������*��º�n������

-�	��
� % �������¥�����]��t��)�� Õ �Á	����±¨ m ���-j���*���-��*º�nj���
�����
��n���- Õ 	¼a,û8b�	��_-�	����~�)�����
���n���-�	��*�)���*�)��-Õ 	z/
6
�����)�����-_�
����§¦������
�� eg ���
�_	��{� % �����
j�~�=�
	��)�y	��¦���]�_�³��pk§¦�	 % ���
��!�*� % 	�-��*º�nj���
���&	���-�	����~�)��)_��~�����zµ m � %�% ���L-�	��*�
���*�
��-������)�����-_�)�b§¦����G�
�� Õ 	��~�)���]���~�
�ã������n���	���-U��������� eg � % ���}�)�*����s�~�{(¨ m ��À��n����
nj�~�)	�����-_	��*�
���*�
	����_����t��)_� Õ 	0/

6
�����)�����-_�)��	��ª�
n��
�ª	���-_n������)��]�]���)	�������t��)_�

	����
���
�]��-_	¸�~�
���
��-�	�n��Ó�~�)����p_§¦_	��{�	��¦�¥��-�� % ��-q���q�)_�v� % ���}�)�*���zµ³�_����������&�~�¥	 % �)����	¸��� He−ph
�~�

-�	��
��n_�
�
��-�	����
����)�¯|z��¨
�
	��)�~p��)��ä~ m -�	��,�)���,�)	����v��tj�
�� Õ 	0/

6
�����{�~���-��*����	��¢�
� % �w|z��-vµ Õ 	z	�� t62g ���W§ §¦	��
�����-��������_���)�~���!�
�

���*�z-�n_�����)���~ m -_	��*�
���*�
	����yµ¢����n��*	����y��-�	��*� % �~�����]�����E��tk�)��¦	����
���*�¥��-�	¸�~�
� Õ �o	����(¨»²j���»�¯|_���¥� % ��p
	�tk�)_� Õ 		a× +bca eg bc����- Õ ��a s b»�
	��)���F�~�
�=�`���
¥������n���	���-L���]���]� % ���}�)�
���L�s�~�{(p��
�� Õ 	0/ 6

�z�}�{��_��-��*���
���ã�
�� Õ 	äa,û8b=�
	��
�!§¦	 %�% �`��n_��-�	��,�)���,�)��-(p(�s�~n��
	�������������-�	��*� % �������]�������~tE�
�� Õ ��	������
�L�)_� % ��t¤�
�����*��W§¦��	���²Z	���¨��_¨ýü_¨ m ���-�	q3±���
������� % �����)�*����	��&������n_�j�~�)	������F��tP�)�� Õ 	�µ Õ �wµ Õ 	N�����¥� % �}|]§¦	 %�% ��	�+��
�
	��
���
�ª-�	q3±���
�����]-�	��*�
���*�
	������������
��W§¦�¿	�� m ��� % �9��¨ý z¨ ²j����	��_�*�{�~�����~p®	�t n1 = 0 p n2 = 1 pF����-
n3 = 1 p�§®�oj�s+��v������º�n�	 % 	��_�
	�n_�9-_	��
� % �������]�����¦��t −δ t¡���¦�
�� Õ ��	����(¨ $ �¦�
������t¡�
���9�)�� m ��� % �~p
�)_����º�n�	 % 	����*	�n��?�k���*	��)	����ã��th�
�� Õ �q�~�
���5t¡����� %�% �k���
�*	�� % ��� % �����
�
���Ç����� ¹ ��n��)�~�
	����_��	�����	�+��������
�)_�y�*	��]� % �&�}|z���
���
�*	����

x0 = Γδ, aC�_¨�û�#+b
§¦	��


Γ = (1 + n2)(n1 − n3)/2
aC�_¨�û_*2b

����- n1
p n2

p(����- n3
�k��	�����p±�*���*�`�����)	�+�� % ��p(�
���� % ���}�)�*���Ç�z����n����~�)	���������th�
�� Õ 	ca,û8b¯p Õ �zpP����-Ç�)_�
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Õ 	-aR 2b®�
	��)����¨
m �	�� % �s��-_�&�)�L�
�������n�� % 	�������tc�
���	�����	��v�¥���
	������)�L�
���� % ���}�)�
����	���-_�����*�������~tE�
��!t¡�*����-_����p

§¦�	��{�§F�v-_���
���
	��`�o�����)_�y-_	��
� % ������-�j���*�¥���_	������*��	 %�% �w�)���

H
(1)
e−ph =

p2

2m
+
K

2
(x− x0)

2, aC��¨�û8?2b

§¦����
���)����¥���
���~tF�
�� Õ ���~�)���å	���-_�������
��-Á��� m p K = mω2 	����
�� % �~�*�)	������*���
	������������,�{������p
����- ω 	����)_��t¡�
��º�n�����������t��)_�y�_����������]�z-��~¨

m ����*�q	��!�ã�
��������- �j���,�!�
���)��L����n�� % 	��_�Ç�����ã�*���*n % �!��t��)��L-����k����-_���������~t=�
���� % ���}�)�*����	��
����_��	���� ���Ð�)��Á-�	��*�{�~�����Á�`�}�³§®����� �
��ª�~�)���]��p�§¦�	��{G§������)��Á�¥��	��U	������
��-�	��������~t!�)_� xzn�µ
xz�{��*	���3±���,µ �=���������Åa×x�xz�Çb��¥��-�� % \��2*�p���?8^ë��t¢�
��v�*� % 	��)���±¨ m _�v�������	��_�]�k���³§F����� Õ 	�a,û8b����_- Õ �]	��
�]t¡n_�����
	�������t¢�
��y-�	��,�{�������!�k���³§F�������)��y�³§®�L�~�)���¥�=����-��s�����`�v�����_�
�s|z	��¥�~�)��-�������������	����L�)_�
% 	����s�~�®�)���
��p��
���)j�w�

t12 = t(|xNi1 − xNa|) ≈ t− t′x, aC��¨�û_1!b
§¦����
� t 	��F�)_�&����_��	����y§¦	��
 Õ � ¹ |_��-��~�®�
��&�������)����a x = 0 bc�k���³§F����� Õ 		a,û_bE���_- Õ 	�a× 2bh����- x 	��
�)_��-���+�	��~�)	������~tc�)�� Õ ���~�
���?t¡�
���?�
�	����`���*	��
	����(¨�xz	��¥	 % ��� % ��p�������_	����¥�`�}�³§®����� Õ 	�a× 2b¦����- Õ �
	��

t23 = t(|xNi2 − xNa|) ≈ t+ t′x. aC��¨�ûWü!b
m ��o�������*�)�����=�
���*��	��q�������	��_�]�*�����*�z-_n������¦�
��o� % �����
�
���_	����j�~�*� Hel

aRØcºN¨-�_¨�*!b¯p_§¦�	 % �&�
�� % 	��_�s���
�)���
�?�~-�-����)��o� % ���}�)�*���zµ³�_�������������n�� % 	������j�~�*�

H
(2)
e−ph = −t′x

∑

σ

(c†1σc2σ − c†2σc3σ) + (¨Ò��¨ aC�_¨  �"2b

m ����)�~�{� % �����]	 % �
����	����L���W§ �
�s�~-��

H = Hel +H
(1)
e−ph +H

(2)
e−ph,

aC��¨ý zû8b
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§¦����
� Hel
	��q��	�+����Ð���ÐØcºk¨ ��¨�*_¨ $ ���)_	��q�k��	�����§F�ª�¥���~�Çn��
�Á��ty�)��Ç�*��������- º�nj�����
	�s�w�)	����

t¡���*�L� % 	��*�Þt¡�����)�� % �w�
�)	�����-_�����*�����=��t�t¡�
����-�����pj���_-���º�n�	��{�L�s� % ��n % �~�)	������
_��§¦�

H
(1)
e−ph =

p2

2m
+
mω2

2
x2 −mω2δΓx +

mω2

2
δ2Γ2

= ~ω(b†b +
1

2
) −

√

~

2mω
mω2δΓ(b + b†) +

mω2

2
δ2Γ2

= ~ω(b†b +
1

2
) −

√

~ω

2mω2
mω2δΓ(b+ b†) +

mω2

2
δ2Γ2

= ~ω(b†b +
1

2
) −

(

~ω
mω2

2
δ2

)1/2

Γ(b + b†) +
mω2

2
δ2Γ2.

§¦����
� b† ����- b ���
���*���
�k���}�)	�+�� % � �)���������_���¿���
�s�w�)	����¿���_-������_	��	 % �~�
	���� ���`���)�~�
���
��p�����- λ =

(~ωε)1/2 	����
����'3`���}�)	�+��o� % �����
�
����µ³����������q����n�� % 	������������*�)�����vpz§¦	��) ε = Kδ2/2 ¨ m ��vx�x_�Ì�j���,�
��t��)��o� % ���}�)�*���zµ³�_��������������¥	 % �
����	¸�~�L	����*��������-zµ³º�nj�~���
	���~�)	�����	��

H
(2)
e−ph = −t′

(
~

2mω

)1/2
[
∑

σ

(c†1σc2σ − c†2σc3σ) + (¨Ò��¨
]

(b+ b†)

= −η(b† + b)
∑

σ

(c†1σc2σ − c†2σc3σ) + (¨ �~¨ aC�_¨  � +b

§¦����
�
η = t′

(
~

2mω

)1/2

. aC��¨ý +�!b
m ��o� % ���}�)�
���zµ³��_���������&���]	 % �)���_	¸���]	����
�������_-zµ³º�nj�����
	����-�t¡���*��	����
�������	�+��������

He−ph = (b†b + 1/2)~ω − λΓ(b+ b†) + (~ω)−1λ2Γ2

− η(b† + b)
∑

σ

(c†1σc2σ − c†2σc3σ) + (¨ �~¨ aC�_¨  J�!b

m ��!�����)���]���
���*�¦�
j�~�=-��}�)���*�¥	���� He−ph
�~�
���)��y�����������t¡�
��º�n��������

~ω ����-��)��o�*�
�
�������)���t
�)_��� % �����
�
����µ³���������������n�� % 	���� λ ¨ m ����
�o���*���³§F���L��	��¥�����)���]���
���*��	��L�
������*��� % �����Z�)_���������
���
�)�w�)	�� t/~ω ����- �)���-�	��¥�����
	���� % ���
�!����n�� % 	��_�Ç�*�)�*�����~�) λ/~ω pE�����L�s� �k�q�
����� ��� �
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��
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m ��� % �¼��¨ý z�Fr&���k����-_����������t¢�
��!��º�n_	 % 	����
	�n��Ó�k���*	��)	���� x0
��t¢�)��y�
��-�	�n_� �~�)���Ó�����
��!� % ���}�)�*����	��

������n_�j�~�)	������¦��tZ�)�� Õ 	�a û8b}p Õ �_pN����-��)�� Õ 	-aR 2b��
	��)����pN-������~�)��-���� n1
p n2

pk���_- n3
pj�
���*�`�����
	�+�� % ��¨m ��o���*��	��)� % ��	���+�� % +���-����*� eg t¡�����)_�y�_	��{��� % �=����-q�
�� s ���
�_	��{� % t¡�����*�z-�	�n���¨

n1 n2 n3 Γ x0û " û " "
" û û µ)û −δû û " û +δ

m ����¥��	��ª�j���
���¥�}�)���
�v�
j�~�v-����
���*�¥	���� He−ph
�~�
�¥�
��L�������*���ª�)�~�
	�� t/~ω ���_-b�)��¥-�	��]����µ

�
	���� % ���
�c����n�� % 	����o�,�)�
�������
�� λ/~ω �~��- η/~ω p����c�¥�W���`�¦�
�����¥�����
�s� % 	��_���)��=�&�~�¥	 % �)����	¸���_�»Øcº���¨
aC�_¨�*!b��~��-Ba6��¨ý J��bF���

~ω ¨
m �o�¥�����¦���*��n�������*-����c�~t`�¥�����_	��)n_-��®���*�)	��L�w�)����tN�
�������n_� % 	������*�
�
�������)_��p�§®���)�������)_��t¡���
���

�������*�)����� K ∼ 10 ����� ` 2 pz§¦_	��{q��	�� % -��
~ω ≈ 13 �¥��� �~��-��{����	������)��&-�	��*� % �������]����� δ ≈ 0.1 `

t¡�
��� �
����¥�����
n_�
��-��s|���������-�	��
� % �������¥�����&t¡���&�)_� Õ 	0/
6
�����)�����-��
���±p(§®� ¹ �_- λ ∼ 45 �]����p`�
�

�)��~�&�
��!-�	��¥�����
	���� % ���
�=����n�� % 	����]�j���)�~�¥�}�)��� λ/~ω ∼ 3 ¨�xz	��¥	 % ��� % ��pz§¦	��
 t ≈ 0.1 ���Ü����-ãn_�
	��_�
�&�~�
�
	��
�����*�s� % 	�����\  �^Pt¡��� t′ pj�*�]�
j�~� t′ ≈ 0.2 ����� ` p�§¦�	��{���	�� % -_� η ∼ 10 �]��� ��� λ/~ω ∼ 1 ¨

m �q�¥���~���L�
��n���Ç���*-������~th�L������	��
n�-��y���*�
	��¥�~�)�v��t λ p±§®���)�����v�)��!t¡���
���!�������,�{����� K ∼ 10

����� ` 2 ����-q�
��o�L���*�¦��tZ�
��y� % �w� % 	±�w�)��� m = 23 n(p�§¦�	��{���	�� % -��

~ω = ~c

(
K

mc2

)1/2

= 1973 ��� . `
(

10 ��� / ` 2

23 × 931.5 × 106 ���
)1/2

≈ 13 �]���

����-��{�~��	������)��=-�	��
� % �������¥����� δ ≈ 0.1 ` t¡�*���æ�)_���]�s���*n��
��-¥�s|��������¥-�	��*� % �~�����]�����ht¡���»�
�� Õ 	0/
6

�����{�~���-��*���(p�§F� ¹ ��- λ ∼ 45 �]����p��*�]�
j�~���)_�y-_	��]�����*	���� % ���*������n�� % 	��_���j���)�~�¥�}�)��� λ/~ω ∼ 3 ¨
Õ ���
���)j�w��	��q��n_���¥��-�� % p�§®�oj�s+��o���~�������_�¦�)���+�	��_�)�~�
	������F��të�)����s|��������������{�~���-��
�_pz§¦_	��{

��t¦����n��
�*����n��,���k�L�������
	�-����*��- 	�t�������	��v	����)���*���,�)��- 	��b�)_�L�'3`���}����t��
����s|��z����� �¥���
��¨ · � �)_�
���*���
�������s�~�
��pj§F�v�*�s���*�����
j�~���
��y+�	����)�~�
	������ % �]�z-_���¦��t¢�
��o�s|z�������������)�����-_�)��§¦	 %�% j�s+��y��n��{
�	�������Zt¡�
��º�n���������aY�*�
�
���_�����c�{����¥	��s� % �`����-���bZ�
j�����
����¥�~�)	�������tN�)���	����)���,+�����	������*�z-_	�n����~�)����p
�
���)��~���)��yº�nj�����)	]���-������)�����-_�)� % +�	��_�)�~�
	����j� % �]�z-�����§¦	 %�% j�s+��y��n��{ % ���*�������������*��	������)j�����)_�
�
��-�	�n�� +�	����
�~�)	����j� % �]��-���¨�®��n_� % 	������
���
�� % �W§®���v�������*���Á�*�{�w�)���vj���!� % �~�
�����y��3±�����!�`���s��n��*�

#�#



��t»�
��!�������*����-����_���¥	��j�~�
����pj§¦�	��{]«*n��*�
	 ¹ ���=�
��!�_��� % �����&��t»�
��!����n�� % 	������)�]�)��v�W|��������ã�¥��-����
§¦	��
�	����
��o�
��	��
	��¦��t¢��n���§®���
�N¨

m ���� % �����
�
����µ % �w�
�)	���������n_� % 	���� �J3`���}�)���L�~�������
	��*� �k������n��*�Á	��q�]�z-�	 ¹ ���]�)��Ç�����
�Ç� % ���}�)�*���
����_��	������j�~�)���]���
���
��p_§¦�	��{�	����)��o�
n_��«*���}����tZ�*�
n�-_�q	����
��o���}|����
�����)	����(¨

b,c¢b,c�� Ï ¤ur@°,lR©@¤zj§¤u±?l y t²¦³pz¨ª©hr´lR¤uj/©@puj
m �� % �~�*�)	����¦�'3`�����
�®�¥�s���`�=�*�
n�-�	���-L��	��)_���h+z	��y�
��&Öë���_�~µ ²¢	��
�*��+��������*�����{L���F���]�}|_���}��-�	��������j� % µ
	���~�)	����(¨ m ���t¡���
�]���E�������*�����{(pz� % �)���n_��]�������*�W|z	��L�~�
��p���	�� % -��E�v�_����*	��s� %�% �������k�s� % 	������*���
n % �F���
�s�~�*�)	������)_� % �~�*�)	����®��3±�����)�h	����)���*�¥�c�~tk�
����
�������*�L� % 	���~�)	����v�~tk�
���� % ���}�)�
���]_������	������j���
���¥�}�)���
��¨
©Ð	��
�	����)_����Öë²ª�������*�����{(p�\�ûWü�p@�21zp_ �"M^k§¦�	��{L	��F�y+~���
	��~�)	����j� % �¥�}�)���-L�j�~�
��-L���L�)_������������	��s� %
Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+y�)�)�~���*t¡���*�L�w�)	����;\���ü_^Rp�§®�¦	����
�
��-�n����¦�
���n���	��{���,�!�
�)�����,t¡���
�¥�~�
	������~t`�
��=�&���]	 % �)����	����
H ′

H̃ = e−SH ′eS,

S = α
λ

~ω
Γ(b† − b), aC�_¨  �#+b

§¦����
� α 	����b+~���*	¸�~�
	������ % �j���)�~�¥�}�)��������- S 	��q�����)	¶µ �����
�]	��
	¸���(p®�
� �)j�w���)��ã�
�)���_�*t¡���*�L�~�
	����
-����
���*	��k��-Ç��� U = e−S 	��&n_��	��)���*������- H ′ = Hel + H

(1)
e−ph

¨ Õ ���)�y�)j�w���)��y�)�
�����*t¡���
�¥�~�)	����������
-�	��������j� % 	���&�)_�v� % ���}�)�*���zµ³�_����������j���,�=��t¢�
��!�����]	 % �
����	������}|_���}� % �q§¦	��)��)_�v�{���	����y��t α = −1

aY�*���EØcº���¨n�_¨��2�¦���_-¼�_¨���"2b}p���n_�P�
��h� % �����
�
����	��»�j���,�ë�`�������]���ë�]�z-_	 ¹ ��-(ps§¦	��
��)��h����������o���k���)�w�)���*�
�����
���
	����v�
��&� % �����)�*����	��&�����¥	 % �
����	¸�~��ØhºN¨�a6��¨��+�!b}¨ m _��+~���
	��~�)	����j� % �j���)�~�¥�}�)��� α 	��F�v�]�s���*n��
�=��t
�)_�y�_��������qþ³-_�
���*�
	����~þ��~tZ�
��o� % �����
�
���(pz�)��o�
�wµ³�s� %�% ��-�Öë�����~µ³²¢	��*�
�W+��*�L� %�% �k� % �~�
���(¨

$&% �)���n_��!�)_�®�)�
�����*t¡���
�¥�~�)	����!	��¢-����
	�������-��
�&§®���
�v§F� %�% 	��!�)_���*�
�
����������n�� % 	���� % 	��¥	��spW§®� ¹ ��-
�)��~��	��F§®���
����º�n�	��
�&§®� %�% 	��q��n��®�s���*��p_§¦����
���
�������n_� % 	���� λ/~ω 	��®���~���)j�w���	���(¨ $ �k���*�)�����_n_�
�]���
�¥	���+�� % +���- Ö��~���~µ ²Z	��
�*�W+Ç�)�)�~���*t¡���*�L�w�)	����;\�ûsü�p» �"M^®�����_�
	��,�)���~t��)��*�����������
����n_�
	�+���+~���*	¸�~�
	������ %
�)�
�����,t¡���
�¥�~�)	������y-�� ¹ ����- ��� S p S ′ = β(b† − b) ph����- S ′′ = γ(b†b† − bb) pc§¦����
� α, β, ���_- γ
���*�¥+~���
	��~�)	����j� % �j���)�~�¥�}�)���*��pZ�s���{ -����
	�������-ª�)��§F���*�Á§F� %�% 	��ª�)_�L�	���(p % �W§opc����-ª	����)���
�]��-�	��~�)�
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����n�� % 	����=�
����	��]���ë�
���
�k�����
	�+�� % ��¨ · �v�
���H,�����
���-��,þE�*�����
	����y§®�Fj�s+���-_	��
��n��
�*��-��
��E�
�)���_�*t¡���*�L�~�
	����
��t��)��y�����¥	 % �
����	¸�~��ØcºN¨-�_¨�û���n��_-������)_�ot¡n %�% n��_	��{�~�*�L�
�)���_�*t¡���*�L�~�
	����

U = eSeS
′

eS
′′

. aC��¨ý +*!b

· � ���
-������)�������]��n_�
�q�)����
�)�����,t¡���
�]��- �����¥	 % �
����	¸�~�(pZ§F���k����	�� ��� �����¥��nz�)	��_�ã�)��q�)�
����� µ
t¡���*�¥��-v�k���
���!���_-vt¡���*�¥	����o���k���)�w�)���*� b̃ �~��- c̃iσ ¨ ´ �
	��_�=�
��F���������)� % �}|z���*���*�
	����vt¡�������)�)�~���*t¡���*�¥��-
���k���
�~�)����	��q�)���*�¥���~tZ�
��o�����*�
���*�`����-�	��_�]�����]��n_�{�w�)���*�

Ã = e−SAeS = A+ [A, S] +
1

2!
[[A, S], S] + ..., aC�_¨  2?+b

	��E	��F���������
�)�~�*�]�)�!�����]��n_�)�¦�)_�&�����¥��nz�{�~�
���
� [b, S] ���_- [ciσ, S] ¨ m �� ¹ �*�*�®�����]��n_�)�~�)���c	��F��	�+����
���

[b, S] = α
λ

~ω
Γ
[
b, b†

]
= −αλΓ

~ω
aC��¨ý +1!b

§¦�	��{���	�+����¦�
����)�
�����*t¡���
�]��-��`���
�������k���)�w�)�����~�

b̃ = b− α
λΓ

~ω
. aC��¨ý �ü!b

$ �=���
���
n % �¦�)����)�
�����,t¡���
�]��-�� % ���}�)�
���zµ³��_���������&�~�¥	 % �)����	¸���¥	�����	�+��������

H̃e−ph = ~ω(b†b +
1

2
) − α

λΓ

~ω
~ω(b+ b†) + ~ω

(

α
λΓ

~ω

)2

− λΓ

(

b + b† − 2α
λΓ

~ω

)

+
λ2Γ2

ω

= ~ω

(

b†b +
1

2

)

− (αλΓ + λΓ)
(
b + b†

)
+ α2λ

2Γ2

~ω

+ 2α
λ2Γ2

~ω
+
λ2Γ2

~ω

⇒ H̃e−ph = ~ω

[

b†b+
1

2
− (1 + α)

λΓ

~ω

(

b+ b† + (1 + α)
λΓ

~ω

)]

. aC��¨���"!b

#2?



· �ã���*-����¦�)� ¹ ��-��
��v�
�)�����,t¡���
�]��-��&�~�¥	 % �)����	¸����t¡���=�
��yt¡���
�]	��������k���
�~�)����pj§®�v�����]��n_�
�v�)_�
�����¥��nz�{�~�
	������*� % �~�)	����

[ciσ, S] = −β[ciσ,Γ](b− b†)

= −β
2

(b− b†) ([ciσ, n2](n1 − n3) + (1 + n2)[ciσ, n1 − n3])

= −β
2

(b− b†) (c2σ(n1 − n3) + (1 + n2)(c1σ − c3σ))

= −β
2

(b− b†) (δ2i(n1 − n3) + (1 + n2)(δ1i − δ3i)) ciσ

⇒ [ciσ, S] = Biciσ

§¦�	��{(pj���q+z	��*�
n�����t¢ØhºN¨���¨ý 2?���	�+����

c̃iσ = e−Biciσ,
aC��¨��_û8b

§¦����
�
Bi =

αλ

2~ω
(b† − b) [δ2i(n1 − n3) + (1 + n2)(δ1i − δ3i)].

m ����)�
�����,t¡���
�]��-��z����n����~�)	����q��n����k���
�����*���)������
�
	�+�	�� %�% �¥�����]��n_�)��-����

ñi = e−Sc†icie
S = e−Sc†ie

Se−Scie
S

= c̃†i c̃i = c†ie
−BieBici = c†ici

⇒ ñi = ni.
aC��¨��� 2b

m ����)�
�����,t¡���
�]��-�� % �����
�
���_	��������¥	 % �
����	¸�~�¥�)_�����
�s�~-��

H̃el = t
∑

〈ij〉σ
c†iσe

αλ
2~ω

νij(b†−b)cjσ + (¨ �~¨ +∑
i

(εini + Uini↑ni↓)
aC��¨��2�!b

����-ª§¦����*� νij = −νji p ν12 = (3/2) − n1
p»����- ν23 = (3/2) − n3

¨ m ����&���]	 % �)����	����Ç	��o�)_���
�s+����)������-Ð��+����q�)_�ã�j���*�Ç�����������+��~��n�n�� |Ψ0

ph〉 ¨ · �Ð���������)� % p��)��Ç�s+����)�~������+������
��Ç������_���

#+1



+~����n_n�����t��)��o���k���
�~�)��� ex(b†−b) 	�����	�+��������

〈
Ψ0
ph

∣
∣ ex(b−b

†)
∣
∣Ψ0

ph

〉
=

〈
Ψ0
ph

∣
∣ e−xb

†

exbe−
x2

2
[−b†,b] ∣∣Ψ0

ph

〉
=
〈
Ψ0
ph

∣
∣ e−xb

†

exbe−
x2

2
[b,b†]

∣
∣Ψ0

ph

〉

= e−
x2

2

∞∑

l,m=0

(x)l

l!

(−x)m
m!

〈
Ψ0
ph

∣
∣ (b†)l(b)m

∣
∣Ψ0

ph

〉

= e−
x2

2 +
∞∑

l,m=1

(x)l

l!

(−x)m
m!

〈
Ψ0
ph

∣
∣ (b†)l(b)m

∣
∣Ψ0

ph

〉

︸ ︷︷ ︸

=0 ,∀l,m6=0

⇒ 〈0| ex(b−b†) |0〉 = e−
x2

2 . aC��¨��+��b

§¦�	��{���	�� % -����
���t¡n %�% �¥�
�)���_�*t¡���*�¥��-��E�~�
	¸�w�)	����j� % Ö��~���~µ ²Z	��
�*�W+q�&�~�¥	 % �)����	¸���

H̄ ≈ 〈Ψ0
ph|H̃|Ψ0

ph〉

= t
∑

〈ij〉σ
c†iσe

− α2λ2

8~2ω2 ν
2
ij cjσ + (¨Ò��¨ +∑

i

(εini + Uini↑ni↓)

+
~ω

2
+ (1 + α)2 λ

2

~ω
Γ2. aC��¨���#2b

m ����
�!	��¦�
���]�v�����_t¡n��*	�����	����)_� % 	��)���)�~�
n��
�+\ý ~"zp��!1J^Z���¦�)��§¦�	��{������������+~����n�n�� ��n��,�=�`�v�s+���� µ
������-��W+�����p��)��������
�����¢�)�
�����*t¡���
�]��-���_��������+~����n�n���¨ ' ��t¡���*�������¼\��!18^��*��t¡���*�»�)���
��-H³�
�)���_�*t¡���*�¥��-
�����������+~����n�n_��þ)p��¥������	��������!�)_	��»�)_���*�{�w�)����tN�)_��t¡���
� U †

∣
∣
∣Ψ

(0)2�3 〉 p�§¦�	 % ���*��t¡���*�������¼\ý �"M^��
	��¥� % �
�
�}t¡���*�®�)���
��������������+~����n_n�� % �s�s+�	����!���`�����)��&�`���*�
	���	 % 	��³���
j�~���
����*�)�~�)�&�
��t¡���
�*��-��)�!	���	���-�����-
�)_���j���*��������_���ã+~����n�n_� ∣∣

∣Ψ
(0)2�3 〉 ¨o�=��§F��+�����p�	���	���� % �s���=t¡�
���?�)_��t¡� %�% ��§¦	������)j�~�&	�tc�
����&�~�¥	 % µ

�)����	¸��� H̃ = U †HU 	��&�s+����
������-ã�W+������)����C
uo+®j�6½�´M
$µI�·¹�������_����+~����n_n���pN�)_�!�
���
n % ��	��=�
�
	�+�	�� %�% �
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Hel+
�������*�)�����=�
���*�¥���

(〈

Ψ
(0)2;3 ∣∣∣U) H̃ (U †

∣
∣
∣Ψ

(0)2�3 〉) =
〈

Ψ
(0)2�3 ∣∣∣UU †HUU †

∣
∣
∣Ψ

(0)2�3 〉
=

〈

Ψ
(0)2�3 ∣∣∣H ∣∣∣Ψ(0)2�3 〉

= Hel +
~ω

2
+
λ2

~ω
Γ2. aC��¨��2*!b
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3
�*���n % -L�*��W§ �~���)	�+~�~�)��-
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�*���¥�������}�)	�������	��
�����k���*�~µ % 	��~�
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����	�������� ¹ ����-�	����
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�~�ª�~t��)��¥� % �����
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�s|z	��¥�~�
	����ã§¦����
�]�)��]�j����-�µ³�¥���
�o��t
�)_�v� % ���}�)�*����	��=�*n��{ã�)��~� 1

m
= 1

~2

∂2E
∂k2

i
.
· ���s�����s���*	 % ���`�y�
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��o-�	��]���_�
	���� % ���
������n�� % 	������������*�)����� α = t/JS2 ���
����	�+��������

R =
(
πα
4ν

)1/5
a

EMott/t = Aα−2/5 − 3

a×#�¨��!b

§¦����
� A ≈ û_1_¨ý#�#yt¡���®�!�
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� n(r) 	����)_�]��n��!�`���v��t®� % �����
�
���_�!�~�y�*	��)� r p�����- Q(r) 	��o�
�� % �~�*�)	�����-�	��
� % �������¥�����ot¡�*���
��º�n�	 % 	����
	�n���¨ m _�����_�
	��¥� %P% �~�*�)	����o-�	��*� % �~�����]����� Qmin

	���t¡��n���-ã�����
� % +z	���� ∂E/∂Q = 0 t¡��� Q,
§¦�	��{���	�+����

Qmin =
g

K
n(r) aR#z¨¨?+b

����-����¥	���	��!n��Þ�������
���
EJT (r) = − g2

2K
n2(r). aR#z¨�12b

m ��Ç� % ���}�)�*���U-����_�
	��³� n(r) �~���*	��)� r 	��¥�s� % ��n % �~�)��-U����t¡� %�% �W§¦�G��	�t��
��Ç� % �����
�
���U	��L�������
	�-����*��-
�)�
�����k��-q���L����	�� ¹ ��	��
�&�k���)�����)	¸� % �~të�
������
	��s� % �*���¥�]���
�*��p_	��
�F§®�s+���t¡n����}�)	�����	��®���
� % n_�)	������)���)_�
� % ���
�*	���� % ���}�)�*���zµ³	��zµ �~�zµ³	�� ¹ ��	��)�}µ �
��_���
	��s� % µ³�k���)�����)	¸� % ���
��� % ���

ψ(r) =
( π

2R3

)1/2

j0

(πr

R

)

=

(
1

2πR

)1/2
sin(πr/R)

r
. a×#�¨ýü!b

©ª�����*�
n��]���)���� % �����
�
��� -�	��,�)�*	���n_�
	���� �
�b�k��n���	�t¡���
�0���*��n���-¿�Á��	�+����¿�*	��)� r ����- �������
	�-����¥�

?J�



�
�_����*	��s� % �
�� %�% ��t¢�)��-�	�n�� r ����-��)_	��{�������*� dr �_�)_�����
��o��n����k���=��t¢� % �����)�*�����=�~�=�
	��)�o�¦	�� n(r) =

a3 |ψ(r)|2 p�§¦�	 % �=�)�����n��!�`���®��tZ����/ 6
�����)�����-_�)�!	��¥�)_���
�� %�% 	�� 4πr2

a3
dr ¨ m ��������
�*�����
	����¥�)�!�
��

�����*�¦�������
����-_n����)���)��<~ m -�	��,�)���,�)	����q	����)_���

EJT =

∫ R

0

EJT (r)dr

= −
∫ R

0

g2

2K
n2(r)

4πr2

a3
dr

= − g2

2K
c0

( a

R

)3 a×#z¨�ûW"!b

§¦����
�
c0 =

∫ π

0

sin4 x

x2
dx = 0.6721. a×#z¨�û�û8b

m ����
��t¡���
��pN	����
��o���
���
���_���!�~t¢�)_��~ m 	����)���)���}�)	����(p_�)_�y�
���{� % �������
������tZ�)��v���~�
�*µ % 	������¥�������}�)	��
�k� % ���*���q	����]��-�	 ¹ ��-��)�

EMott = −3t+
tπ2a2

2R2
+

4πνJS2R3

3a3
− Γtc0a

3

2R3

a×#z¨�û� 2b

§¦����
�o§®�oj�s+��y-�� ¹ ����-��)��o-�	��¥�����
	���� % ���
���������,�{����� Γ = g2/Kt ¨
Øcºk¨ca×#z¨�û� 2bP�
��W§¦�¢�
j�~���)��Fº�nj� % 	��{�~�
	�+��E��3±�����c�~t��)��ä~ m ����n_� % 	�����	��v�
�	��Z�*���*�
���Å	��ë�)��	������*�s���*�

�)_�&��	���-�	��_�!���_���
�~�L��tP�
��&�¥�����_���)	����k� % ���
���±¨»²¢	���-�	��_�y�
��&�]	���	���n��Ü�~t E ′ºX» 7L7 n_�
	��_�����j� % ���)	���� %�]���)_�z-��F	��F�������*	��]� % �~pz�*�!§F��j�s+���n��*��-��!��n��]���*	��s� % �]���
��z-L	������*-����E�)���]	��_	��]	���¦ØcºN¨�a×#z¨�û� 2b
§¦	��
��
���*�`�����y�)�q�)_�]�¥�����_���)	����k� % ���*���Ç�)�~-�	�n�� R t¡����-_	]3`���
������+�� % n����y�~tF�
����'3`�����
	�+��]� % �����)�*���
����������ã����n�� % 	����]�����_�*�{�~��� Γ ¨ m ��v�
���*n % �
�����*�v�*��W§¦�Ç	��ã²Z	���¨ý#z¨��_¨ m ��v�³§F� % 	������=�
��W§¦�Ç	����)_�
¹ ��n_�
�������
�
���
�k����-��)���)_�y�����
�¦�������*�������¦��t¡n��_���)	����q��t��)����k� % ���
���q�
��-�	�n���p_§¦	��)��³§F�¥-_	]3`���
�����
+~� % n_������t��)��o� % ���}�)�*�����_�������������n�� % 	������������*�)����� Γ ¨

m ��o�
� % 	�- % 	����������
�*���*�`���_-��
�]�����)���]���
���*�¦�������*�����
	��~�)���)�¥�������/
3
aZ§¦	��) g = 2 ����� ` pN����-

K = 10 − 20 ����� ` 2 bv�~��-b	��)�y�¥	���	���n_�å��	�+����!����	���-�	������������*���Á��t EMottt
B ≈ 0.48 ���?�~��- �

�k� % ���*�����
��-�	�n����~t R = 1.8a ¨ m ����
��+~� % n����&���
��� % ���*�v�
�L�)��!��������t¡��n���-�t¡�����)_�������*���k� % ���*���
§¦	��
���n_��~ m ��3±�����spz§¦�	��{��
_��§¦���
j�~���)_���'3`���}���~t��
��¼~ m -�	��,�)���,�)	����L���q�)_���L���������
	��&�k� % ���
���
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Γ= 0.2
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²¢	���n��
�Ç#z¨��z� m _���
���{� % �������
���Ð	����)��ª���~�
���������*�s|_	��L�w�)	����(¨ m ��Á�
� % 	�- % 	����������*�
���*�`����-G�
�
Γ = g2/Kt ≈ 0.67 pj§¦�	 % ���)��y-����*�)��-�����-�-j���
_��- % 	������¦�����
�*���
�k����-��
���
�k�����
	�+�� % ���
� Γ = 0 ���_-
Γ = 4 ¨ m _	��&�*��W§¦�&�)��~���
���~ m ��3±�����&	������
�s�~�
�����)��v��	���-_	����]�������
������tc�
��y�L���������
	��y�`� % ���
���§¦�	 % ���
��-�n���	�����	��)���*	����¨ m _�¥��n��*+��¥t¡��� Γ = 0 	��o�����y�
	�����	 ¹ �s����� % �ã-_	]3`���
�����yt¡�*���å�
��¥�����]t¡���
Γ = 0.67 ���)��¦�����
�
�����
	����]-�n����)�o�)_�k~ m -�	��,�)���,�)	�����j���E�y�*�L� %�% ��3±�����F�����)��=�L�~�������
	����k� % �~�
���(¨
���_���
�~�b�~��-b�
��-�	�n_�y	��oº�n������)	��)�~�)	�+�� % �Ç�*�L� %�% ¨ m ��]-j���
_��- ��n��*+��L�
_��§¦�v�)��L�����*�v�������*����t¡���y�
��n��{ % ���*������+~� % n�����t Γ pZ����-b-_���]�����*�
�)�~�
���o�)��¥º�nj� % 	��{�~�
	�+����'3`�����v��tF�)���~ m -�	��,�)���,�)	����(¨ m ��
�)�~�{� % �������
���Ç	�� % �W§F���
��-ª�����)��À~ m ����	�� EJT = Γ

2
t
(
a
R

)3
, §¦�	 % �!�)����
��-�	�n_����tE�)���²c�:�����
��	��

� % 	����� % �¥�
��-_n�����-(¨

�Òuö ¼FÛ¼× Ü'û$Ú�Õ<Ý�Ü'Û¼Ý ÞJÕ�ô¥Ú�à9á½
 Û¼ã<Ý9áäÚ�ÜGå¾'¶Õ<û'Û�ô�Õ<Ý
· ���������/

3
�)��=+�� % ���_���&�~tP�)�������	������®	�� 4+ p�§¦	��
��!� % �����)�*�����F��të�j���
� %�% � % �
�_	��L������n�����	������
��

% �W§F��� t2g ���*��	��)� % �h§¦�	 % �¦�)�� eg ���*��	��)� % � |3z2 − r2〉 �~��- |x2 − y2〉 ���*��n���������n���	���-�����-q_	�������®	��
���_���
�~�Ç-�n����
���)������*���*�)� %»¹ � % -Ç�
� % 	��*�)	��_��¨ m �� t2g ���_- eg ���*��	��)� % ����tE�����k���
	��)���*��	��Á���*� % 	�t¤�)��-
�	�������®	��q���_���
�~�q�����)��o�=n���-(ÑÒ�¦�
n % ���}|z�{j�~�����v�����
��W§¦��	���²¢	���¨c#�¨���¨ $ �*	���� % ���¯|_�����*��� % ���}�)�*���
	����
�
��-�n�����-�	��ã�)_���*���*�
���å�
��
��n_�� % 	������-����_	�����§¦	 %�% �)�n��o�z����n����ã�
�� % �W§F���,� eg ���*��	��)� % pN§¦	��

	��
���
��	��������)� %�% � % �)���
j�~�=��t��)�� t2g � % �����)�*������p`�~��-�§¦	 %�% �s��n��*�y�
��o-������������)���}����t¢�
�� eg ���*��	��)� % �
�)���k� % 	�t¤�
��-�+�	¸�����z���k���
�~�)	�+��¼~ m �'3`������¨�\�*� M^

· �Ð���
-����L�)� �,�)n�-z���)��ãt¡���
�¥�~�)	��������_-U�*�{�~��	 % 	��³� ��t��)_�Áx m ��£Ó�,�{�~�
�Ç	��U���wµ -�	��]���_�
	����j� %
�������/

3
��n���	�� % �~�
�
	�����p~§F��j�s+��¦�������*�
�
n��}�)��-L���]�z-_� % �
j�~�c	���� % n�-����»�`�~�)��)_�����s���*���,�E����-����}|��,µ
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²¢	���n��
��#z¨�����r&�����*	��³�!��tk�*�{�w�)��p�����-�� % ���}�)�
�����������	������k���³§F�����L���]	������Z	����������/
3
¨ m ��¦�=n���-(ÑÒ�

�
n % �=�}|z�{j���������`��	����v	�� ¹ ��	��
��p��)������zµ ����� % ���}�)�
���L����_��	����v	��ct¡���*��	�-�-_���¥§¦_�����)_�&�
�_	����F��t(�)_�
����a t2g b&� % �����
�
�����o�~�
� $ ²F¨ m ����
	��)��������n���	���-Ç���ã�)���	��)	������
������� % �����
�
���Ç����y�L+�� % ���_���]��� +3 p
§¦�	��{�����n��
���=�
��o-������������)���}����tZ�
����³§®� eg ���
�_	��{� % �®�
�]�k� % 	�t¤�)��-L-�n��o�)���)��<~���_�zµ m � %�% ���®�'3`������¨
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�������
���*�¦����	�����k���®� % ���}�)�*���q������_	�����p��)�� t2g − t2g
�¯|_�{��������o	����
���)�~���)	����L�k���³§F����� % �z��� % �
��	�����pj�~�

§F� %�% �~�F���,�{�~�
	���~ m ����n�� % 	������k���³§F����� % �~�*�)	��������_-]� % �����)�*���]-������*�����F��tkt¡�
����-�����¨¢©ª�=� % �*�o	���� % n�-��
�)_����n���-±Ñ ���*n % ���¯|z�{j������������n�� % 	����L�`� % �W§op(��n_��	���	������*�
n��]��-�	�� ¹ ��	��
�����&	�����n��*�
���L�~�*��	��ã�)_�
�¥���������_	��)����¨]���W§F��+�����p¢	��Á���
-������)���{���~�]�
�� % 	��]	�� I → ∞ pP§¦����*� I 	����)_�L�=n���-(ÑÒ�v�¯|z�{j�������
�������*�)�����sp�§F�v�¯|_�_�
���*���
��o-�	]3`���*�������)���
�]�=�~tZ�
����)���)� % �&�~�¥	 % �)����	¸���

H = Hel +Hspin +HJT
a×#z¨�û_�!b

	��Á�q�j���*	���§¦����
���)���� % ���}�)�
����	����*��	���º�nj�����)	]s�~�
	����Á�w|z	���	����j���
� %�% � % �)���)����)�~�{� % t2g �
��	�� ~Si
�w�

�s�~�{ �
	��)� i ¨ m �� ¹ �*�*�!����- �*��������-b�
���
�]��ØcºN¨�a×#z¨�û_�!bo���
���)_�L� % ���}�)�
����	��]������_	���������- t2g − t2g

�}|z�{j�~�������)���
�]���
���
�k���}�)	�+�� % ��pc�)��¥�)�	��
- 	��v�)_�q��n��_-(Ñ ���*n % �¥�}|z�{j���_���q����n_� % 	�����pc���_- �)�� % ���*�
�)���
� 	����)_��� % �����
�
���zµ % �~�*�)	����=����n�� % 	��_���������)�*	���nz�)	����L�)���)_���)���)� % �����¥	 % �
����	¸�~� H ��t��)_���*���*�
����¨

· �G�
��Çt¡� %�% �W§¦	����b§F�Á-����*	�+��Ç�
��Á�&���]	 % �)����	������~��-Ã-_	��
��n��
���)_�Á�����)���]���
���*��n_�
��-Ðt¡���q�)_�
+~���
	��~�)	����j� % �
� % n_�)	����Ç�)���)��]���*��� % ����¨ m ��]� % �����
�
���_	���������_	������{���~���v� % �������`�}�³§®����� �³§F���
	��)���
t¡����§¦�	��{Ç�)����
�_	���� ~Si ����- ~Sj

���
��	��Ç���������)� % �_���o�j���
� %�% � % ¨ · tE�)���� % ���}�)�
���Á�*��	���µ³º�nj�����)	]s�~�
	����
�w|z	���	����j���
� %�% � % �
���)��o� % ���j� % z -�	��
���}�)	����(pz�
��o������_	������)���
��	����}|z���*���
�*��-Ç�~�

Hel =
∑

〈ij〉

∑

αβ,σ

(tαβij a
†
iασaiβσ + �v¨Ò��¨ ) +HHund.

a×#z¨�û���b

m ��tE����*�)���,µ x % �~�
�����¥�~�
�
	�|ª� % ���]�����
� tαβij �
��W§¦�¿	�� �{��� % ��#z¨�ûq�
�����
���
�����]�)_��_������	����Ç�`�}�³§®�����
���*��	��)� % � α ����- β �����*	��)��� i ����- j ¨ a†iασ a aiασ b����
���
������*�s�~�
	�����aR�~����	�_	 % �w�)	�����b»���`���)�~�
���
��§¦_���
�)_���
	���� % �]�}|z�����
��� % �����)�*���b§¦	��) �*��	�� σ �z����n���	����y�)������
��	��{� % α ����- �*	��)� i ph���_- HHund

	��v�)_�
��n_��-(ÑÒ���*n % ������n�� % 	������
���
��¨

©Ð	��
o�
��h���k�W+��h�{���	����c��tz���*�s�~�
	������~������	��	 % �~�)	����¦���`���)�~�
���
�(�
��h��n_��-(ÑÒ���*n % �»�
���*�Ã§¦	 %�% -����`����-
���ã�
����
� % �~�
	�+��!����� % �����k���³§F�����Á�
���	��
	������)�����&� % �����
�
�������_- % �~�*�)	����!�*��	�����p±§¦�	��{Án_�����������*�)���*	 % �
�����¥� % 	����~�)���F�)_�����
��� % ����¨ m ����
�}t¡���
�~p�§®�o�{������
���
���}|z���*���
�¦�)_���
��	����~t��
���� % ���}�)�
���q�
n��{��)j�w�
�)_�y�*��	���µ³º�nj�����)	]s�~�
	�������|_	���	��¦� % �������
�� % ���s� %(% �~�
�
	������
��	��(¨

©b�=-�� ¹ �����o���}§Ð�
���F��t±���
���~�)	������~-_���*�
�
n��}�)	����¥���`���)�~�
���
��a c†iασ p ciασ b»�
n��{L�
j�~�E�)��¦º�nj�����
	�s��µ
?+1
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m ��� % ��#z¨�û�� m ��9E����*�)���vµ,x % �~�
���y�������	����ã�¥�~�)�*	�|Á� % ���]�����
�!�k���³§F����� �������
���*�����_- ���}|��*µ ���s�~�
���,�
����	�����k���
� eg ���*��	��)� % �������s� % ��n % �~�
��-ã	���\ý 8^×¨ ∣∣e1g〉 �~��- ∣∣e2g〉 �*��t¡�����
���
�k�����
	�+�� % ���)� |3z2 − r2〉 �~��-
|x2 − y2〉 d �*�)�~�)����p�§¦�	 % � (Vσ, Vπ)

����- (V ′
σ, V

′
π)
���
���)_� ¹ �*�*�L����-¿�*��������- Õ&Õ �)	�����*µ ��	���-_	����

����_��	������j�~�)���]���
���
��¨

�)	�������|_	��®	��F�j�~�)� %�% � % �
�!�)_�&���}� t2g �
��	��(¨ $ �®�!�������
��º�n_��������pj�)���� % �����
�
���_	��=�������	������~�¥� % 	��
n�-����
§¦	 %�% -����`����-������
��o�
� % �~�)	�+��o���_� % ���k���³§F�������)�� % �~�
�
	����&�
��	�����¨ m �	��¦�������
	�-����
��� % �q�
	��¥� % 	 ¹ ���®�)_�
�}|z���*���*�
	�������t��)��y�=n���-(ÑÒ���*n % ������n�� % 	����

HHund = −IS~

2

∑

iα

(c†iα↑ciα↑ − c†iα↓ciα↓)
a×#z¨�û�#2b

§¦����
� I 	��F�
��o��n��_-(Ñ �¦�*n % ���¯|z�{j�������o����n�� % 	����v�������,�{������¨ ' ��� % ����	���� a†iασ a aiασ bF���L�
�������§Ã�
�}�
��th���
�s�w�)	������������_	��	 % �~�
	����q���k���
�~�)���
� c†iασ a ciασ b¦	��ÇØcºN¨xa×#�¨�û��!b�����-ã�)����	����]�)�� % 	��]	�� I → ∞ �
��
� % ���}�)�
����	����j�~�*�¦��t��)��y�����¥	 % �
����	¸�~�L�k�������¥���

Hel =
∑

ij,αβ

tαβij cos
χij
2
c†iαcjβ + �v¨Ò��¨ , a×#�¨�û_*2b

§¦����
� χij 	��y�)��L����� % �¥-_	]3`���
�������¥�`�}�³§®����� �)_�L�
�_	�� ���_� % ��� θi �~��- θj ��t��³§F�ã����	�����`���
	��_� t2g
�
�_	�����pN����-�	���-�� ¹ ����-��
n��{��)j�w�

χij = θj − θi.
a×#z¨�û8?2b

$ ���s�~�{G�*	��
� i �)����
�����*���)_�
�����~��� % ��-�	]3`���*���������q�����
�
���
�k����-�	���� �)� �
��ã�)_�
���Ç�k����-_�q	����)_�
�k���
	��)	�+�� x p y p%�-�	��*���}�)	�������¨

?�ü



m ��h�L�~�������
	��Z	����)���)���}�)	���� Hspin
�k���³§F����� % �~�
�
	����Z�
��	����ë�����k�s�~�
	��_��	��oØcºN¨ca×#�¨�û_�2b`	��P�=��	��
�����k���*�~µ

% 	����o���_-�	��¦��	�+��������

Hspin = J
∑

〈i,j〉

~Si.~Sj.
a×#z¨�û_1!b

m ����	������)_���
��	����»�)�o�k��� % �~�
�
	��s� % ����-]�
��-�� ¹ �_	������)_�c����*�o��t±�������*�����*n��{]�
j�~�c�
�� $ ²�� % 	������]�����
��tZ����	�����`���
	��_���
��	����¦j��������
�]�������
����p Hspin

�k�������¥���

Hspin = JS2
∑

〈i,j〉
(1 + cosχij).

a×#z¨�ûWü!b

m �� % ���,���)���*�0	�� ØcºN¨èaR#z¨�û��!b�	����)_��� % �����)�*���zµ % �~�*�)	���������n�� % 	�����-�n��q�)���)_�y~ m �'3`������¨ $ �
�)_��� % �����
�
�����]��+����o���*��n���-Ç�
�� % �~�*�)	�����pk�)���+~� % ����������tE�)��]����	��������{j�~��������t¡�*��� 4+ �
� 3+ ¨
m �������/

6
�����)�����-_�
��� �
�������L�)�Á�
��-�n�����	��
���������
��� ��� -�	��,�)���,�)	�����	��)�*� % t pE§¦�	��{ % �s��-����
�ª�)_�

�
� % 	��*�)	����!��tP�
����³§F� eg ���
��	��{� % �®	����
� |3z2 − r2〉 ���_- |x2 − y2〉 ¨ m ���	��*� % �w�)��-�����/ 6
�z�}�{��_��-��*���

j����ûW q�_���
�¥� % �]��-�������th§¦�	��{Á§F����� % ���������
	�-������
����³§®����	�+z	������*	��
���
�q�)������k�W+����
� % 	��*�)	�����¨
m ��*��n������n_���)_	��®§F���
��§F��j�s+��o�{����*���q�)��	��������*���
������
���~�)_	������]��-�� Q1

pz§¦����
���'3`���}�¦�����)_�
~ m ����n�� % 	�����	����]���*� % ���)�]�
�	�t¤���)��o�)�~�{� % �������*����¨ m �	��=����n_� % 	������`�}�³§®�����ã�
��o-�	��,�)���,�)	������~t¢�)_�
% �w�
�)	������~��-��
��o�¥�~�)	�������t��)��o�}|z�����
��� % �����
�
����	���-_���
���
	��`��-������
��y�&���]	 % �)����	����

HJT =
∑

i

K

2
(Q2

1i +Q2
2i +Q2

3i)

− g[ c†i2 , c†i3 ]






Q3i Q2i

Q2i −Q3i











ci2

ci3




 .

a×#z¨ý �"!b

m �	��=	����)��o�
���¥�o�~��ØcºN¨�a×#z¨ý#2b¯p���n_�¦§F�v�����W§Ì�*n��?�W+������ %�%(% �~�
�
	����&�
	��
���=����§F� %�% ¨ m ��y�����_�*�{�~���
�
K �~��- g j�s+��¥�`�����Á-�� ¹ ����- ����� % 	�����pë����- Q2i

���_- Q3i
�*��t¡���v�*���
�k���}�)	�+�� % �Ç�)�q�)_�¥	��zµ³� % �������~��-

����	��s� % �*�)�*���
�{�	����]�]�z-����¦���¦-�� ¹ ����-�	�� ' ��t¡���*���������Å\ý �ü�pk +1J^R¨
m ��q�������
���*�]����- �_�}|������s�~�
���,������	�����`���!����_��	������j���)�~�¥�}�)���*�����*��-����*	������~�)��- ��� t1NN =

|Vddσ| ����- t2NN = |V ′
ddσ| pc�~��- �)���	��o+~� % n��������*�����_�)��	��_��-ªt¡�*���>�)��L�j����-zµ×§¦	�-_�
 ���,�)	��L�~�
���y��t

1�"



-������
	��³��t¡n������
	������ % �)������*�ÀaYr�² m bP�s� % ��n % �~�)	������ë�����-\�*J^ t1NN = 0.5−0.75 ��� ���_- t2NN = 0.2−0.3

����¨ Õ ���)�o�)��~��§®�y�¥�����yn��
�y��t��)��v�&�~�
�
	��
�����*�s� % 	�����\  �^ V ′
ddπ ≈ −0.54V ′

ddσ
t¡�����
��y���}|��*µ ���s�~�
���,�

����	�����k���
��	����
��� µ �~�
���¥	��&�¥�~�)�*	�|L� % ���]�����)��¨
m ��Ç�
���L�~	���	����ª�����)���]���
���*�q���
���)�� t2g − t2g

�¯|_�{��������Ç�������*�)����� J p�§¦�	��{U	��L�*n��{U�)j�w�
JS2 ≈ 5 �]����\�*2�zp�*+��pw*�#8^×pF����- �)_� % �~�*�)	������ % ���*�
	���	��³�b����-d~ m ����n�� % 	����Ç�������*�)�����)��§¦�	��{¿���*�
���,�)	��L�~�
��-Át¡�
��� o��I¯0®�¯0�C¯±´�r�² m ��� % ��n % �~�
	����_��\��_û�^®��t�Ö�������/

3
�
���k� K = 10 − 20 ����� ` 2 �~��-

g = 2 ����� ` ¨

�Ò	þ 
 áäÚ�à9Õ�� Õ¼Þ¡�;Õ<û'Ù�Ú�Ü'Õ<Ý
m ��o�]���*�¦���������
� % ���*��n���-zµ �*�)�~�)��§®�W+��yt¡n_�����
	�����	�����	�+��������

|Ψ〉 = |ψe〉 ⊗ |Q〉 ⊗ |θ〉 aR#z¨ý zû8b

§¦����
� |Q〉 ����- |θ〉 ���*�b�)_� % �~�*�)	���� ���_-��~��� % �ª�*�)�~�)���Á	��÷����� ¹ ��n��
�~�)	����Ì�
�������~p�����- |ψe〉 =

∑

iα ψiαc
†
iα |0〉 	��v�)_��� % �����
�
���_	��¥§®�s+��qt¡n����}�)	����(p¢§¦	��) ψiα +~���*	¸�~�
	������ % �j���
���¥�}�)���
��¨ ´ �
	����ã�)_�

���*��n�-��wµ³�
�_	���� τx ����- τz �)�q-_���
���
	��`���
���-�	]3`���*����� eg ���
��	��{� % ��pk�)����
���{� % �������
���������*�
���
�k����-�	����
�)���
��y�&���]	 % �)����	�����ØcºN¨�a×#z¨�û_�!b®	�����	�+��������

E =
∑

ij

∑

αβ

tαβij cos
χij
2
ψ∗
iαψjβ

+ JS2
∑

〈i,j〉
(1 + cosχij) +

K

2

∑

i

Q2
i

− g
∑

i

∑

αβ

ψ∗
iαψiβ

(
ταβx Q2i + ταβz Q3i

)
. a×#z¨ý � 2b

m ��v���
��� % ���?	��=�
������)� ¹ ��-��
��!� % ���j� % �¥	���	���n_�Ó��t»�
��o�)���)� % �������
���ýa×#�¨  � +b=�����]t¡n_�����
	�������t
�)_�]+~���*	¸�~�
	����j� % �j�~�)���]���
���
�o�*n���«*���}�!�
���
����������,�)�
��	����o�)j�w�y�
���§��s+��]t¡n����}�)	����Á	��o�����
�¥� % 	����-(¨

1_û



· �����
-������)��-����
��§®�y-�� ¹ �����)���t¡n��_���)	����j� %

F = E − Λ(
∑

iα

1 − |ψiα|2).

m ����¥	���	��¥�Ç������-_	��)	������]���*����	�+����¿��� ∂F/∂ψiα = 0 p ∂F/∂Q2i = 0 p ∂F/∂Q3i = 0 p¦����-

(b)

(d)(c)

(a)

²¢	���n��
�¥#z¨ý#z�!²N���
�*���L�~�������
	���� % n��,�)���*�!n��*��- 	��ª���_�)	��¥	]�	��_���)��]�)���)� % �������
���Á	��Á�
���
�]�y��t��)_� t2g����� % ����¨ m ����*�����*�yt¡���*�¥��-������)n��*��	��_�¥���_�v�)���)_�
���v�
��	����&���Áû_1�" ◦ ¨ m ����*��� % n��*�
���*�����*� % ���`� % ��-aR�2b,�
�}+����zµ³�*	��)�]²c�ÁpwaY��b �³§F� % +��}µ �
	��
�]²c�ªpwa¡�_b³�)�	��*�)�����zµ �
	��)��²c�ÁpP����-daY-�b��
�}+�����µ³�
	��)�]²c�ª¨ m ����j���,µ
�)	���n % ���=�
��	����k�j	����`��-ã�)�Lt¡���
�?�)���� % n��,�)���
�����*���
_��§¦��	��ã� % �~�{�k¨ $�%�% ��	��
� % �����
���_�
���*�����v�����
	��)���
§¦	��
��)���]���
��	��(p_§¦�	 % �&�
��o�
���L��	���-�������të�)�� % �~�
�
	�����	������~�¦�
��W§¦������-�	��������
	�µ t¡���
�*���L�~�������
	��=��t
�³���`�vu�¨

1� 



∂F/∂θi = 0 p_§¦�	��{���	�+����)���t¡� %�% �W§¦	��_�!�
�}�&�~t¢�����zµ % 	��������®��º�n��~�)	������

∑

jβ

tαβij cos
θi − θj

2
ψjβ − Λψiα

−
∑

β

g(ταβx Q2i + ταβz Q3i)ψiβ = 0 a×#�¨  +�2b

KQ2i − g
∑

αβ

ταβx ψ∗
iαψiβ = 0 a×#�¨  J�!b

KQ3i − g
∑

αβ

ταβz ψ∗
iαψiβ = 0 a×#�¨  �#+b

A sin
θi
2

+ C sin θi

−B cos
θi
2
−D cos θi = 0 a×#�¨  +*2b

§¦����
�o§®�oj�s+��y-�� ¹ ����-�Áop�m�pk&pN����-�rÅ�*n��{��
j�~�

A =
∑

j

εij cos
θj
2

, B =
∑

j

εij sin
θj
2

C =
∑

j

εij cos θj , D =
∑

j

εij sin θj

����- εij =
∑

αβ t
αβ
ij ψ

∗
iαψjβ

¨ m ��&���k��+��&�*���F��tP����n�� % ��-L��º�n��~�)	������E	��c�)������
� % +���-L�*� % t¸µ �����_�
	��,�)����� % �
���q�{����	���������	���	��)	¸� % ��n_���
�=��t��)��y���_� % ��� θ �
����������¥��nz�)	��_���
�� % �~�*�)	�����-�	��*�
���*�
	������ Q2

����- Q3
p

t¡� %�% �W§®��-ã�����
��!§®�W+���t¡n������
	���� ψ �~�������{��*�
���(¨ Õ �}§Ü�~��� % ��� θ �~�
�!�
����Ç�����¥�_n_�)��-Á��� ¹ ��-�	����
�)_�y�*�z�~�)����t¢Øcºk¨�aR#z¨  J*!b}¨

©b�!�����]��n_�
�!�)��v���
��n���-zµ �*�{�w�)���������*�����~tc�)����,���*�)��� ���_-Ç�*�)n_-_���
�����	���-�	����L�������*���ÌaCm�Ø-b
	����)���
�]�h��t Õ�Õ ���_- Õ�Õ&Õ �������	������ t1NN ����- t2NN ���h§F� %�% ���h	��]�
���
�]�h��t±�
��=� % �����
�
���zµ ������_���
����n�� % 	���� g ¨ m ��o��	��_-�	������������*��� EB ��t��)��o�¥�������}�)	����`� % ���*���q	���-�� ¹ ����-ã�����
��o�������
�������~	�����-
	��qt¡���*�¥	��������¥�������}�)	����k� % ���
���L�*�{�w�)��t¡�
�������³���k�}µ u $ ² ���
�
���������¥�����¦��tZ�
�� t2g % �~�
�
	����&�
��	����

EB = EAF − EP .

m �� $ ² ���_���
�~� EAF 	����s� % ��n % �~�
��-������
��o���
��n_��-��*�{�w�)�����_���
�~�q��t��)��o�*���,�)����§¦_�����)�� t2g
12�



�
�_	����h���*� ¹ |z��-]	����
�� $ ²��³���`��uÐ����� ¹ ��n��)�w�)	����(¨ m �	��h���]��n����)�»�
���
� % +z	����oØcº���¨�a×#z¨ý +�wµ #z¨  J*!b�§¦	��

�)_�!���_� % ��� θ ¹ |z��-ã	��q�)_� $ ² �³���k��uæ����� ¹ ��n_�)�~�
	����(¨ m ��y�`� % ���*�����������
��� EP 	��¦�
��o�¥	���	��!n��
t¡��n��_-�t¡�
�����)��v�)���]�v�*���&��tc��º�nj�w�)	������&��nz��§¦	��)��
����~��� % ��� θ ���W§Å� %�% �W§®��-��
�¥+~���,���k���³§F����� 0

����- 2π ¨
m ��L���~�)n��*�L��tF�)��]���*��n���-zµ �*�)�~�)���)��§¦�	��{b�
��¥���`�W+���� % �����
	��)�� §¦	 %�% ������+����
����	��o�*�
�
���_� % �

-����`����-������L��� �
���	���	��
	¸� % ��n����
��p�	�� �j���*�
	���n % ����pc�)���	���	��)	�� % ��n_���
�]t¡�����)_�����_� % ��� θ ¨ · �¿���
-����
�)�ª�s+���	�-¿������+����*�����_���ã�)�ª� % �z��� % �]	���	���n�� aY�]���{��µ³�*�)��� % �q�*�{�w�)�_b¯p®�)_	�����n����
�L�!n��*�¥�`���{����*���
�����_�
�����*	¸�~�
� % ��¨ ©ª�ãj�s+����{����
���G���L�
n��{G�*�)���*�
	���� ��n����*�
���q�
��ã� % n��*�
���*�q�
��W§¦�Ð	��U²Z	���¨ #�¨ #zp
t¡���*�¥��-������
n��
�_	����������o�����]���*���
��	��(¨

�Ò� Âõáf��Ù9û$Ú��
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²¢	���n��
��#z¨�*_�Çr������*	��³� ��tyx��)�~�)���L��to�������/
3
�����
�*���
�k����-_	����Á�)�ª�
��ã�����]	 % �
����	���� ØcºN¨ËaR#z¨�û�*!b}¨

§¦����ã�)�� t2g �
��	��������*�!	����)_�!	����)�� $ ² �³�z�k��u�¨ m ��!�*� % 	�- % 	����o�����*�
���
�k����-��&�
�¥�
��!n��_-����k��-�������/
3
a $ ² % �~�
�
	�����b}p¢§¦_	 % �¥�)���-����
���- % 	������!�*��W§¦���
��q�����¯µ³� % ���}�)�*��� �������
��	������~t¤�
����-_����	��_�

�����o� % ���}�)�*���(¨ m ��y�j���
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j�~� t1NN = −0.5 ����p t2NN = −0.25 ���!pN����- g = 0 ¨
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�
	�����t¡�����������/
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�)�� Õ&Õ ����_��	����¥	���t¡���*��	�-�-_���������)_�

	�� ¹ ��	��
����n���-±Ñ �¥�
n % ���¯|z�{j�������~p��`���s��n_�
���
����������	������)���*�0�`�}�³§®����� Õ�Õ �*	��)���¥����]�
���t¡���
�
t cos θij/2

pz§¦����
� θij 	��®�)��o�~��� % �&�`�}�³§®�������³§®������	�����k���
	������ % ���
�*	���� %±% �~�
�
	������
��	�����¨ · �q�
����s���*�
��t��
�� $ ²G�³���k�qu�pë�
����~��� % � θij �k���³§F����� Õ�Õ % �~�
�
	������*��	����v	��v� % §®�s���Lû_1�" ◦ §¦�	��{ ��	�+����<����*�
����n�� % 	�����¨ m ����*��t¡���*��pj	��¥�)��������
��§¦_���
���
����¥�������}�)	��&�*�
�
n��}�)n��*��	�� $ ²b�³���`��u�����-��
����=n���-(ÑÒ�
�}|z�{j�~�����y	���	�� ¹ ��	��
��p�_������	�������� % �L�z����n��*�=�����*���
�¦�
�������_-ã����-�t¡n��,�)��������s���*���,�&����	�����k���
���*	��
����¨

©b�=j�s+��������]��n_�
��-]�)��=�j����-]�*�
�
n��}�)n��*�&��t`�)��=� % ���}�)�
���¥-�n_�=�
�v�)_�=�*��������-��������
���*�®����	�����`���
����_��	����_p�+�	��y�)_���&�~�¥	 % �)����	¸����ØcºN¨�a×#�¨�û��!bc���¥��������	�������� % ���)�� Õ&Õ�Õ �������	��_�!�¥�~�)�*	�|�� % ���]�����
�
��	�+����]	�� m ��� % �=#z¨�û�¨ m ��=�����*�
���
�k����-�	����o-������*	��³����t`�*�)�~�)�¦�*��W§¦�¥	��¥²Z	���¨»#z¨�*�	��»�)����¥�����¥�_n_�)��-¥	��
�)_�&�
	��¥� % �¦�)	�����,µ³��	���-�	����y�������*�W|z	��L�~�
	����±p�����-�	��Et¡��n_��-L�)�v�����*�
����� % �]�
���_�
��-�n������)����j����-zµ×§¦	�-_�

��tZ�)�� eg % �}+�� % �Åa ∼ "_¨ý ' �%b¦���¦�����¥��nz�)��-����ãxz�~�)�j�w�)��B����p<o+�qp¼\¶û_�8^×¨ · ���)��y�s�~�
�!�~t¢�)_� m ���`��u
$ ²��¥�����_���)	��!�,�)�
n_���)n_�
��p(�
����&�~�¥	 % �)����	¸����ØcºN¨�aR#z¨�û�*!b������
�
���
�k����-����
���)����
���{� % �������*���Ç��th�)_�
�*���,�)���?�k������n��*�v	����
j�~�¦�����
� Hspin = 0 ����- HJT = 0 ¨

· tE���ã� % ���}�)�*���ã	��=-����k��-�	����)�]�)�� $ ² % �~�
�
	����~pN	��=§¦	 %�% ������n������
��!�k���
�
���?��tc�
��!������-�n��}�)	����
�j���_-(p��
j�~�F	��h�)������
�_	��{� % e1g ¨»Öë�}�sÑÒ�Ft¡���E�}|_���]� % ���������
	�-����F�v�*��+����zµ �
	��
��� % n��*�
���E§¦����*���)_�&�������)�)� %
�
�_	�� 	��y�
n��
����- ���¿û�1�" ◦ �~��- �����¥��nz�)�L	��)�y�������
����¨Çxz	��������)n_�
��	��������_�L�
�_	�� ���*�s�����!�
��L�*�j�~�
	¸� %
�*���]�¥�}�)�,��p±	��&	��&���~���k���
�*	�� % �y�
���L�~����n��*����t»�
���m % �z�{��)������
����¨ · ���*�
�s��-ã§F��j�s+��������]��n_�)��-
�)_�]�����}µ � % �����
�
���Á�������
��	����o��tE�)�� eg �*�{�w�)���y����-�	��*���}�o-�	¸�������j� % 	�s�w�)	�������tE�)��]�����¥	 % �
����	¸�~�ãØcºN¨
a×#�¨�û��!b���� � ¹ ��	��
� % �~�
�
	����ta¡��t��*	��� 73 b¯¨ · � ��-_-�	��
	����Ç�)���)��]��	����}�)	��]�������*���Á����	�����-ª���Á�������	��_�
�)_���
�y���*�o�L���������
	������_-�� % ���,�)	��&�������
���������*�
�=�*���*n % �
	�����	����
��o�����=�������*���

ε = EP − JS2
∑

〈i,j〉
1 + cosχij −

K

2

∑

ia

Q2
ia

a×#z¨ý 2?2b
§¦�	��{�	����
��W§¦��	���-j���
_��- % 	��_����	���²¢	���¨h#z¨�*_¨

©Ð��������q� % �����)�*���q	��®-����k��-q	��¥�)�� $ ² % �~�*�)	����&�~t»�������/
3
����-q	�t���x m ��£¿�,�{�~�
��	��®t¡���
�]��-(p
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²¢	���n��
��#z¨�?z��© �s+��¦t¡n����}�)	����¥�~t(�)��=-����k��-¥� % �����
�
���¥� % �������)��<\Ò"�"_ûG^N-�	��
�����)	����]��t±�
����*	��]� % ����n���	��% �w�
�)	�����t¡���E-�	]3`���*�����®+~� % n����E��t(�
��&�*��������-zµ ���s���*���,�¦����	�����`���E����_��	����_¨ m ����~�
�
�W§¦�F�
���_�
���*�������)_�
�
�_	������
	������{�w�)	����Ç��tF�
���� % ���
�*	��s� %»% �~�*�)	������*��	�����¨ m ��¥	����
�}�o�
��W§¦�y�)����¥������	��)n�-�������tF�)����)�~�{� %% �w�
�)	����o-�	��*�)���*�)	���� Q =

√

Q2
2 +Q2

3
	����)��v�)���]�!-�	��
�����)	����(¨ m ��y�
� % 	�- % 	����o�����
�*���
�k����-_�&�)� g = 3����� ` p�§¦�	 % �&�
��o-j���
_��-�����-�-����
�
��- % 	������¦�~�
��t¡��� g = 0 ����� ` ¨ m ��o�������
���*�,µ³����	�����k���¦�������	����	���� % §®�s�z���)������� t1NN = 0.75 ���Å���_-��)��o�
���L�~	���	����!�j�~�)���]���
���
�¦�~�
���*��W§¦��	����
�� % �~�`� % �k�W|z����¨

	��c§¦	 %�% �*�������)� % �W§®���h	��)�h�������*����+�	¸��������_	����v����-]����§��s����t±-�	��,�)���,�)	��_���)�� % �~�*�)	�����¨ë©ª�¦�
����*��t¡���*�
�}|z�k���}�&�)� ¹ ��-��)_�v�������*������tZ�
�� eg �*�)�~�)���=�
�¥�k� % �W§®���
��-ã���=�����]�j���*��-��)���)��vr�/ox��~tZ�
�� $ ²
% �w�
�)	����~¨c²jn��*�
����*�¥���*��p��)�� e1g ����- e2g §¦	 %�% �k���
� % 	������L�
��<~ m ��3±������¨ m _���
�o�,�{�~�
���=���
���*��W§¦���~�
-j���*���- % 	�������	���²¢	���¨c#z¨�*z¨

m ��¦-����k��-�� % ���}�)�
����§¦	 %�% �z����n������
�� e1g �*�{�w�)��§¦�	��{]���� % �W§F���*�h�������*�������c�*��W§¦��	���²¢	���¨»#�¨���¨m �	����*�)�~�)��	����!��������	��j�~�
	����¥��t 3z2 − r2 ����- x2 − y2 �,�{�~�
����p_�)��&�j���*�
	���n % ���E�]	�|��)n��*�&-����`����-�	����
���q�)_�y�����)���]���
���*��¨

�k&;�ZäRô2�%���Nð�ñ`ó�î�ò;�)ù�ï_�_ï ö ñ�5oïWø ö �P� � ì − ©b���������*	�-������)����
�}+����zµ³�*	��)�]²c� � % n��,�)��������� ¹ �~µ
n��
�~�)	�����aY²¢	���¨�#z¨ý#��!b}p`����-Ç�k����	����
��!-�	��
��n��
�*	����Ç�����*�)n_-_��	������
���� % ���}�)�
����	��y§��s+���t¡n_�����
	����Ç�~��-
�)_�o�³����	��s� %P% �~�
�
	�����-�	��,�)���,�)	����������z�{��	�����-����q�
� % +�	����]Øcº���¨�a×#�¨  +��µ,#z¨ý +*!b¯¨

m ���§®�W+���t¡n������
	����Ç�~tc�)���-_���`��-�� % �����
�
����� % �����]�)���\Ò"�"_ûG^Z-�	��
���}�)	����ã	����
��W§¦�Á	��Ç²Z	���¨o#�¨¨?z¨
m ����)�~�{� % §®�s+���t¡n����}�)	����Á�*��W§¦�b	��&�)����*n�� ��tE�)����������)�
	���n_�
	�������t¡�*���å�k���
��
�� 3z2 − r2 �~��-
x2 − y2 ���
��	��{� % ��¨�²j���o�)��¥�
�}����t������)���]���
���*�!�{����*��� �
����*�L�³§®���������)�*	���nz�)	������!�~�
�]�����]�j���
��� % �
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	����L�~����	��
n�-��~¨ m ����*� % 	�-ã���_-ã-j���*���- % 	������&�
�����
���
�������
��v�
���{� % §®�s+���t¡n����}�)	����ã��t»�
���� % ���}�)�*���
t¡�����³§F�b-�	q3±���
�����]+~� % n�������t&�
����_�s���*���*�,µ³����	�����k����������_	�����¨¿²j�����j���)�~�¥�}�)���*�]�������*�����
	��~�)�qt¡���
�������/

3
p��)_��§®�W+���t¡n����}�)	����L��t(�
��&� % �����)�*����	�� % �z��� % 	]���-��
�!�)����������
�)� % �
	��)�~p_���_-�-��
�����®�
����	�- % �

�s§��s��t¡�
���?�)_���������
����¨ m _	��&	��&�������
	��*�
������§¦	��
Ç�L�
�}+����zµ³�*	��)��²»� � % n_�*�)���&����� ¹ ��n_�)�~�
	����(pk§¦����*�
��� % �L�
�� % �~�*�)	������
�_	����~�¦�)��o�������)�
� % �
	��)��	����
n��
�_��-(¨

m ��&-����
���- % 	����¦�����*�
���
�k����-��E�)�v�v�	�������c+~� % n��¦��t(�)_� Õ�Õ&Õ �������	���� t2NN ¨ m �	��h§¦	 %�% �s��n��*�
�)_�y� % �����)�*���q�)�]�
���*�s��-��]���
��	����
�� % �~�*�)	�����p��)�n�� % �W§F���*	������)_�y�¥�����_	��)n_-�����tZ	��
��§��s+��yt¡n����}�)	����
���q�)_�y�������)�
� % �
	��)��pz§¦�	 % ���
	��!n % �)��������n�� % �L	������*�s���*	�����	��������*	��
���¦�s§��s�qt¡�*���Ó�)_���������
����¨

m ���	����
�}��	���²¢	��_¨&#�¨¨?¥�*��W§¦�&�)_�!�)���)� % -�	��,�)���,�)	���� Q =
√

Q2
2 +Q2

3
�~t»�)�� % �~�*�)	����y� % ���_�¥�)_�

\Ò"�"_ûG^P-_	��
�����
	����(¨ m �	��¦-�	��*�)���*�)	����q	����]���*�����
���]	��_�����¦	����
��o�������
���=��tZ�
��vx m ��£U���_-�-������*�s���*���
�)�~��	�- % �Á��� �
	��
�����s§®�s� t¡�
��� �)_�q�������
����¨ m �	���	��!�)�Ç�k���}|z�k���}�)��-±pF�)_�t~ m �������*��� ���~	�� �k��	��_�
���*���`���*�)	����j� % �)� −g2/2K |ψ|2 ���¦���
�}+�	���n�� % �L-�	��*��n��*�
��-�	��q�)_�y�������)�¯|z����t��)��v���~�
�¦�k� % ���*���(¨

· �q�)��������
��§¦����
���)_�o����� % ������të�
�� % �w�
�)	������
��	����¦���
��t¡�
��� % �¥+��~�
	���-(p��������]�`�}�)	��
	����¥�`�}�³§®�����
�)_�!-�	q3±���
������	����)���)���}�)	������=	����
��y�*���*�
���5§¦	 %�% -��}�)���
�]	����o�)��y�}|_���}���j�~�
n��
�y��t»�
��!���
��n��_-zµ³�,�{�~�
�
��th�)_�]�¥�����_���)	��!�k� % �~�
���(¨ m ��������¥�k���
	��)	������k���³§F�����ª�
���+��~�
	���n���	����
���)�~���)	�������	���-�	��
��n_�
�
��-b	��
�)_�y�_�}|��=�
���}�)	����(¨

�  hö ô�ï�ñ�5
t1NN Ã t2NN Ã �jî�ò g − · ���]²»�å� % n_�*�)����§¦����*���)����������)�
� % �
��	��q	��®�
n��
�_��-�����û_1�" ◦ p

���h�)������s�~�
���,������	�����k���h������_	���� t1NN 	��E	������
�����
�¦�)���� % �����
�
����§¦	 %�% ����	��¥��	��_���)	��¦�������
���¥����-L	��)�
§®�W+���t¡n��_���)	�����§¦	 %�% �)���_-¥�)�y-�� % ���s� % 	���~p����E�
�{����L�w�)	���� %�% ���*��W§¦�L�����)������*�
�W§¦�F	��L²Z	���¨¢#z¨�?z¨ m �	��
�
	��)nj�w�)	����¥	��F�*	��]	 % �~�¢�)�!§¦��~��j�~���`�����®	��¥�
������~�
� % 	��]	���¨ · �]tY������p_��n_�F�]�z-_� % �
��-�n��������}|_���}� % �]�
�
�)_�!�����
�¦�]�z-_� % 	����
�� % ���*��� t1NN % 	��]	��®����- t2NN = 0 ¨

m ��&�_�}|��*µ ���s���*���,������	�����`���E_������	������ % �
�y�s��n_�
���®�v-�� % ���s� % 	���~�)	�������t(�
���§®�s+��=t¡n������
	����±pz��nz�
	��
�F�������)�*	���n_�
	����¥	��E	��¥-�	��*�����F�����¥�k���
	��)	�����§¦	��
L�)�� Õ&Õ ������_	�����¨ $ �®�������
n��
����� % �w�
�)	����¦�
�_	���	��
�����~�)����*§¦	��*� $ ² % �~�*�)	�����p��
����³§F� % +�� Õ&Õ�Õ §¦�	��{L§F���
��	���	��
	¸� %�% �y�j���
� %�% � % �
�!�)����������
�)� % �
��	��q���*�
���W§ �����)	¶µ³�j���
� %�% � % �
��	���p~�)�n��c�s�~n��
	������ % �~�
���E��	����}�)	��®�������
��� % ���*��¨ m �	��¢§¦	 %�% j�s+��¦�&-_���*�)����	 % 	��	����
�'3`���}�»���y�)���x m ��£��*�)�~�)�~p~§¦����
��p�n_� % 	����E	��o�)��������
� % 	��¥	��sps�
��®�¥�������}�)	��E�k� % ���
���o	��Z��� % �o�*�)��� % �
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²¢	���n��
�F#z¨�1_��m®	���-�	������������*���o��t��
��E�L���������
	��c�k� % ���*���y���Z�=t¡n����}�)	����v�~t_�)_�F���¯|��*µ³�_�s���*���*�»����	�����`���
����_��	����_¨ m ��®��	���-_	������������
���v	��Z-�� ¹ �_��-����c�~�`�W+��J���)��®-j���
_��- % 	������Z���*�®t¡��� g = 2 ����� ` a t1NN =
0.6 ���Å��� t1NN = 0.5 ����b¦�~��-��
��o�
� % 	�- % 	�������t¡��� g = 2 ����� ` ����- t1NN = 0.6 ����¨
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t¡����+~� % n�������t t2NN % ���
���
j�����]���
	��)	���� % +~� % n���¨
m ��Á� % �����
�
����	��ã§��s+��ªt¡n����}�)	����G� % �*� �
��W§¦���
�	��q�����]�`�}�)	��
	����¿�`�}�³§®�����Ì�������
���*������-G���}|��,µ

�������
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���aY�!bF�������)�)� %�����~�
����p��)���aY��b ¹ �*�*�¦�������
���*�¦����	�����k�������_-ýa¡�_b®�*��������-����s���*���,���_��	�����k���¦�����w�)���]��¨¢©ª�o���*�
�)�������t¡n % �)� m ¨ýx`¨kr����*��n��_�)��t¡���������]��n���	��s�~�
	������~tZ�
����*�y�*���*n % �
��¨

���_���
�~�q����	���+�	�� Õ&Õ ������_	�����¨ m _	���� % n��*�
����pj��W§®�}+�����p±� % �
��������)�� % �W§F���,���_���=�������
���������,��-_n��
�)�¥�L�~�������
	����������*��	����&���_- Õ&Õ�Õ _������	�����¨ m ��v���}|��&�¥���,�=�������
����µ tY�s+����)��� % �v²c� � % n��,�)���=	��¦�)_�
�)_	��*�
�����zµ³�*	��)��²c� � % n��,�)����p_§¦����
�o�)����³§F�]�
��	����c�j	����k��-����*�o� % �������)���\¶û�ûW"M^P��t��)����*	��]� % ����n���	��
% �w�
�)	����~¨ m _���
�F�³§®���*��	��!���
�
���������¥�����
�»���*�E+����,�!� % ���*�®	��y���_���
�~�!	��v�)_�®�)�~����� t1NN = 0.4−0.7 ���
aR²Z	���¨h#�¨�ûW"2b}pz§¦	��)��
����)�	��*�
������µ³�
	��)���k�������]	������]���
��tY�W+����)�~� % ���~���)�� Õ�Õ �������	�����	��®	������
�s�~�
��-±¨
m ��L�~�)����!�
�_	��b� % n��,�)���
���~�
�]�������
���}�)	���� %�% �ã�)�����}|z�`�����
	�+��Lt¡���!���j���
���¥�}�)���v�
��������+~� % 	�-Át¡���

�������/
3
���¦�
_��§¦������²¢	���¨h#z¨ ü_¨ · �¦	����_���¦�}|z� % n�-���-(pj��W§®�}+�����pN�)j�~�¦	�����-�	]3`���*�����¦�L�w�)���*	¸� % a¡t¡���

��-�	]3`���*�����=�
�}���~t¢�j�~�)���]���
���
�sb®�)����
�o���)_���¦� % n��*�
���
�¦�¥�s�q�`���]���*���������
���}�)	���� %�% �¥tY�s+����)��� % ��¨
Õ ���
���)j�w���`���s��n_�
����th�)��!�����]�`�}�)	��)	������k���³§F����� Õ&Õ �~��- Õ&Õ&Õ _������	�����p`�
����*���,�)���>-_�z���

�����!� % §��s��� ¹ ��- 	��y�������*�����
	��s� %�% ��tY�s+����
��� % ���)��t¡���*� �ãx m ��£÷�,�{�~�
��¨ m �	��v	��v� % �s�~� % �ã�
��W§¦� 	��
²¢	���pz#z¨�ûs"_p�§¦_���
���)�� $ ²ª�³���k��u÷	��h�)�� % �W§®���*���������*���¥�*�{�w�)��t¡���E+~� % n����F��t t1NN ≤ 0.4 ����p�§¦�	��{
�
_��§¦�¦�)��~��t¡���
�]	��_���)��o�¥�������}�)	��&�`� % ���
���q	���������tY�s+����
��-�	����
j�~�=�)�~������¨

���¡ñ�[��%�=ñ��ëï�ä ( ä¢Ä!�_ïWäYñkî − ©ª��j�s+���n��*��-��)��!-�	]3`���*������� % n��*�
���*��-�	��*��n��*�
��-ª���k�W+��������,�{���,�)	����
��n����
�*���]	�� �)_�q��n_�¥���
	���� % ���z�)	��]	���~�)	����(¨ · � tY���}�sph�`���s��n_�
����t=�)�� % ���
���L��n_���`������t¦+~���
	���� % ����p

ü� 



�)_���
�y���*���L�~��� % ���s� % �¥	���	��¥�_¨ m �	����¥�������¦	��¦���������*�)���,�q�)�]�����_�
	�-_�����
�¥� %�% ����� % ��-��}+z	��~�)	��������w�
�)_�¥�������)�
� % p ¹ �
�,�����_-b�
�������_- Õ&Õ �
	��)���yt¡���o�s���{b��t®�
����*�L� % n��*�
���*��¨ m ��¥�
���*n % �
�!��tF�)��]� % ���j� %
���_�
	��]	���~�)	��������*���
��W§¦��	���²¢	�����¨h#z¨�ûW"�����-�#z¨�1_¨

m ���m�Øb�~�h�&t¡n������
	������~tk�
�� Õ&Õ�Õ ������_	������j�~�)���]���
��� t2NN �
��W§¦�E���
j�~�
��-������
�����
�~p�§¦_	��{
	��¦�����
	 % �qn��_-����*�*�)����-ã�
	������o�)�� Õ&Õ�Õ _������	����]tY�s+����
�=�)��v²c�D� % 	������¥�����¦��t¢�
��v�*��������- Õ�Õ t2g

�
�_	�����¨ · ���
�� % 	��]	��®��t % ���
��� t2NN �)��!x m ��£U	��¦n��_�*�{�~� % �~p`�~��-��
��v���
��n��_-zµ³�,�{�~�
�y�~t¢�)_�v�,�z�,�)���
j�����
�� $ ² �³���`�!u������ ¹ ��n��
�~�)	����(¨

m ���~ m �'3`���}���]���*� % ��	��_���
�����
�����)����*�)����	 % 	��³����tP�
��&�¥�����_���)	����k� % ���
���±pz� % �)_��n���]�)�	��®�'3`���}�
	��h�
�~�)����F�*�L� %�% aY²¢	���¨»#z¨�1_p��
� % 	�- % 	����_b¯¨ m ���x m ��£ �*�)�~�)�=	��c�)�n��Et¡n��*�
����E���_j��������-������)_� % �w�
�)	����
�k� % ���*�����'3`���}�®����n��
��-������)��=� % ���}�)�
���zµ³��_�������]����n_� % 	�����¨ · �]�)��=�
�¥� %�% t2NN % 	��¥	��sp~��W§®�}+�����p_�)_�
m�ØÁ	��»§F�s���~������-L�����)_��~ m ����n�� % 	�����¨ m ��¦�
�����
���]�k��	������)j�w�sp�	����)j�~� % 	��]	���p~� % ���}�)�*����������_	�����	��
� % �¥���,�������¥� % ���
� % �L�
n��_���
���
�
��-Ìa $ ² % �~�
�
	����_b®���_-��
�� Õ&Õ&Õ ����_��	�����	����
�¥� %�% p_�s�~n��
	����]�]�,�)�
�����
% ���s� % 	���~�)	����q��tc�
���� % ���}�)�
����	��y§��s+���t¡n_�����
	����(¨ m �	�����	�+����&�*	��
�v�)�q� % ���
����~ m ���_���
�~�ã����	���� % ���*�
�)���
j�~�=��t��)��o	��*� % �w�)��-q�*	��
�2\�*_û'^ −g2/2K ¨

  ö îZùsä¤ï$&��·5³óZî�ô�ï�ä¡ñkî�����ð ö ùsó��¡ï�ù − m ������k��+����]�z-_� % 	����]	��*�
	��_�Ç�
��+����
� % 	��¥�k���*�)������t¡�s�w�)n��*���
�
n_�{Ì���q�)_�Á_	�������q���
-_���q���*-���������_��	���� �����
�� ¹ ��	��)����n_��-(ÑÒ���*n % �Ç����n�� % 	�����¨ · �Ã���*-������
�
-����
���*	��k�&�)_���
�}+�����µ³�
	��)��� % n��,�)���®�
� % n_�)	����¥n_�
	��_���!�¥���
�=�
�s� % 	��,�)	��=�
������,�¥§F��j�s+��&�`���*t¡���*�¥��-q�9o��
¯0®�¯0�C¯±´�r�² m �s� % ��n % �~�)	�������t��)_�y������-��*�)�*n����
n��
�y��t¢Öë�

x
��

1−x
����/

3
a x � � � b}¨

$ �
n��k��� µ³��� %�% �]���
��z-�§®���=n��
��-��
�¥�]��-�� % �)�� % �W§Ã� % �����
�
����µ³-����_	�����§¦	��
q�)��o�
n_�`���,µ³��� %�% ������µ
�
	��*�
	�������t��)_	��*�³�Ç�³§F�ãt¡���*��n % ��n���	��)�y��t=�������/

3
§¦	��)b�����q�� 2+ �
��� % ������- ���ªÖë� 3+ ¨ m �	��v	��zµ

�)�*�z-_n������y������-����k��-�� % �����
�
�����k���o�
n_�`���,µ³��� %�% 	����)�q�
���������-_n����
	������j���_-ª�~��-ª�����
�*���*�`���_-����)���
Öë��-�����	�������t¦���k��n_�Å� � ¨ m §F�ã�*���j���
�~�)�¥�L�~�������
	����s� % ��n % �~�
	�������§F���*�L�k���*t¡���
�]��-(�������¥t¡���o�)_�
�³���`�¯µ,u $ ² �L�~�������
	����,�)�
n_���)n_�
��p±����-��������
����¦§¦����*���]�������
�)� % ����a t2g b��
�_	���§®�����j	����k��-±pN�
�n��
t¡���*�¥	����!�)_�y�*��+����ã�*	��)�o²»� � % n��,�)����¨

m ��ã�¥��	�� t¡���~�)n��*����t&�)����j����-��,�)�*n����
n��
��	����)���	����)�*�z-�n_���)	���� ��t��³§F� �j����-_��	�� �)��������(p
§¦�	��{Á§F�¥	����)���*���
�}���~�y�k��	�����-�n����)�q�)_�]t¡���*�L�w�)	����ã��t®��x m ��£Ì�*�{�w�)�]	��Ç�)��¥��

1−x
Öë�

x
����/

3
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�
n_�`���,µ³��� %�% ¨ m _����	���-_	������������*�������c��� % ��n % �w�)��-vt¡�
��� �)��¦r&² m §F���*��	��¢t¡��n���-��)�o�k�����k��n_�h"z¨�û¦����p
§¦�	��{ã�����*�����=§¦	��)��)���+~� % n_�ot¡��n���-�������n��=+~���*	¸�~�
	������ % �]���
���-(¨ m _�!�	�����������
-������������	��_�]���
��n_��-(ÑÒ���*n % ������n�� % 	������
�������
������)����� % �qj�s+��v��º�nj� % 	��{�~�
	�+����'3`���}�&�����)_�<m®Ø¿��t��)��o�¥�������}�)	��
�k� % ���*���(¨�²jn��*�
����*�¥���*��pk�)��y§��s+��¯µ t¡n��_���)	�������t»�
���	��
	������)������� % �����
�
����	��&�*��W§¦�Ç�)���
����	�- % ��-��*���
���������!�]�W+������s§��s��t¡�
���?�)_�!�������)���&��tc�)��v�L�~�������
	��o�k� % ���*���ã�~�&�s�~�ã�`�v�
�����ãt¡�
���5²Z	���¨�#z¨�û�û�p
����-q�
�	���	���� % �
��§¦j�~�¦�����]������n_����të�)���+~���*	¸�~�
	����j� % �]�z-_� % ¨ $ �¥���
��-��}�{��	 % ��-�-�	��*��n��*�
	�������të�)�	��
§F���
���¥�s�q�k��t¡��n���-�	�� ' ��t ¨�\�*J^×¨

θ

θ

site (a) site (b)

(b)(a)

²¢	���n��
��#z¨�ûW z� $ �}�)	�+~�~�
��-�����_��	����o��tk�)_�=�*� % t¸µ �)�
�����k��-��¥�������}�)	��®�`� % ���
���(¨ m _���~��� % � θ �*�����*���
�����)��)_��-���+�	¸�w�)	�������të�)��o�~��� % �=t¡�
���Þ�)_��	�-���� % �*��+����zµ³�*	��
��� % n_�*�)��������� ¹ ��n��
�~�)	����Lt¡���®�
����������)�)� % �
��	��
����-��������~t»	��
� Õ&Õ�Õ � % ���_���)��x\¶ûW"�"J^P-_	��
�����
	����
�vñkîZò�óZô�ïWä¡èëä¤ï$& äRî��¡ñ@#��)ò�ñ�� ö ò ( �jî����jî�ä¤ï ö ù − ©ª�!�_��§Ì�}|_���]	����o�)��y	��*�
n��y��t»�
�)���_�
�k���*�=��t
�)_��x m ��£Ð	�� % �W§�µ -����k��-Ç�������/

3
¨�©Ð�	 % �v	����
��!�����
�y§¦����*�!�)��v�L�~�������
	��o�k� % ���*����	��=�`��n_��-

�)� �~�G	�����	����������)����§F�Ç�}|z�`�������)_�Á�,���*�)��� �)� �k�����Ð	����*n % �w�)����p�	��q	��q�����q� % �s�~�L§¦����
������)_�
������-�n��}�)	�+�	��³����t¢�
���x m ��£U�
���n % -��k�v�����
	�+~�~�)��-����=�]���)� %�% 	��~¨ m �]�
���-ã�
���]� % 	�����¦�����
��v	��
�*n��
§F����W+���n��
��-¿�Ç�]���)_�z- 	����
��	��
��- t¡�
���D�*�)n_-�	����]�~t��*�L� %�%®% �~�
�
	����L�k� % ���*���;\�*2*_^��)�����,�)	��L�~�
�L�)_�
���}�)	�+~�~�
	����L�������
����¨

· ���)��&�
�¥� %�% �k� % ���*��� % 	��]	���p��)��&�
�)���_�
�k���*�F�{���~����� % �����=+z	��!����_��	����!��t������ % ���}�)�*���Lt¡�
��� ���_�
�
	��)�L�
�ã�)��q�_�}|���§¦�	 % �L	��!�s���*�
	������)_� % �~�*�)	����¥-_	��*�
���*�
	����ª§¦	��) 	��s¨ªxz	��������
�� % �~�*�)	����L-_	��*�
���*�
	����

ü+�



��n��,�o�¥�W+���§¦	��)ã�
���� % ���}�)�
���ª�~��	����������	��ã�
�� % �~�*�)	�����pk�)����
���]	�������k���������}�)	�+��w�)	����ã�������
���
EA

	���+�� % +���-±¨Óþ $ nz�)����*�,þ��}�ã� % ¨ \�*2*M^y��� % ��n % �~�
��-Ð�)�	����~���)	�+~�~�)	����U�������
���G���G�����_�
	�-_���
	���� ���
	����
���
�]��-_	¸�~�
�y�,�{�~�
��pN��n_�*�)	����Lj� % t��)��v�{j���
���v��t¢�)��y� % �����
�
�������������{ã��tZ�)��y�³§®�¥�
	��)����	���+�� % +���-
	����)_�¥�������	��_�����*�z�����*��¨ $ t¡n %�%c% �~�
�
	������*� % ��|��w�)	�����t¡���o�
��]	����)���
�]��-�	��~�)���*�)�~�)�]	����
����ª�s���*�
	���-
��n_���
�¥�����]��n_�)� EA ¨

· ���)��&�s���*����tP�)_���L�~�������
	��=�`� % ���*���¥§F��t¡� %�% �W§Ð�!�
	��¥	 % ��� % 	����=��të�*�s���*����	��_��pz§¦	��)L�
�� % �w�
�)	����
-�	��*�)���*�)	������*��� % ������-ã�����
����}|z�{j�~�����}µ 	���-_n�����-Á-_	��*�
���*�
	�������tc�)_� % �~�*�)	����y�
��	�����¨�©ª�����*�
n��]�!�)_�
������-�n��}�)	������)�!�)������� % �����=+�	¸�!�������	��_����tP�)_���}|z�����
�=� % �����
�
���¥§¦�	��{q�����
�*	����F�)����*��	��q-_	��*�
���*�
	����
§¦	��
ª	��s¨ m ��]�*�)���*�
	���������� ¹ ��n��
�~�)	�����	����)_�¥�*��+����zµ³�*	��
�L²c�0� % n��*�
����p¢���_-ª�)_� ¹ �j� % �*�)�~�)�]	��o���_�
§¦����
�L�
����������)�����~t��)��L�
��+����zµ �
	��)�q� % n��*�
���vj�����]�W+���-ª�)���
�� Õ&Õ�Õ ¨ m ���	����
���
�]��-_	¸�~�
�¥�,�{�~�
�
	���t¡���*�¥��-����Ç�
n��
�_	����q�)_�¥�������)�
� %h% �~�*�)	������
��	��b�~��-ª	��)� Õ�Õ&Õ ���Áü�" ◦ 	��Ç�)��]�)���]��-�	��*���}�)	����ª�~�
�
_��§¦��	���²¢	���¨h#z¨�û_�_¨

m ��¦�)���)� % �������
����	��c�����]��n_�
��-L���E�ot¡n��_���)	�������t±�
��¦�s�����,µ ����� % � θ p����_-¥�)_���~���)	�+~�~�)	������������
���
EA

	���-�� ¹ ����-����
EA = EP (θ = π/2) − Ep(θ = 0).

©ª� ¹ �_-ª�)_�L���}�)	�+��w�)	����Ç�������
���Ç�
���k� EA ≈ 40 �]���9���o�
��n��� % �Ç�� % tE�)��]��	���-�	��_���������*��� EB
§¦�	��{�	���§¦j�~�¦§®�y�}|z�k���}��	�tZ�
�)���_�
�k���*���)��������� % ������+�	��]�~���)	�+~�~�)��-�_������	�����¨

· �L	��¥	����)���*���,�)	��_�Á�
j�~�¥�}|z�`���
	��¥�����
��\ #J�J^=-��ª	���-_����-¿�
��W§ ���¿�����
	�+~�~�)��- ������-�n_���)	�+�	��³� §¦	��

�������}�)	�+��w�)	��������_���
�~�ã��t 50 − 80 �]����¨ m �	����¥�s���k��	����
���*���
�}�)��-Á�����)����j�~�
�
	������������
������th�)��
	����
���
�]��-_	¸�~�
������� ¹ ��n��
�~�)	��������¦	���-�	��s�~�
��-q	���²Z	���¨h#�¨�û_�

�ÒÆÅ ÔÖÕ<Ýtå�ûGÙµ�;Ü'Õ<Ý
©ª�vj�s+��v�,�)n�-�	���-��)��y���
��� % ������t¢�
��y�
� % t¸µ �
�)�����k��-��¥�������}�)	����`� % ���
����	��q�)��y�L�~��������	��)����n��
	����
�
�}+����)� % �¥�}�)���-���¨ m ��L�����*�!�~�����
�s|z	��¥�~�
	����ã+~� % 	�-�	��Ç�)_� % ���
�����k� % ���
��� % 	��]	��&t¡��n���-��)j�~�y�)_�
�¥�������}�)	����k� % �~�
����	��y�*�)��� % ��t¡���!� %�% +~� % n����o��t��)_�¥�j�~�)���]���
���
��p»���_-ª�)��~�v�
��]	��j�jn_�������¥�)_��~ m
�'3`���}�&�����
��v-_	��]�����*	�������tZ�)��y�L�~�������
	����k� % �~�
���q	��=�*�L� %�% �
�¥����� % 	���	�� % ��¨ · ����-�-�	��)	����(pz§F�!��W+��

ü�#



j
i

θ

θ

π0 π/2

E
P

(e
V

)

-0.65

-0.7

-0.75

-0.8

θ

(b)(a)

E
B

A
E

AF type G

²¢	���n��
�L#z¨�û_�_�.aR�2bvØc�����*���ª��t��)��L�
� % t¸µ �
�)�����k��-b�L���������
	��]�`� % ���
���b������t¡n����}�)	���� ��t��)_������� % ��¨aY��b m �������� % � θ 	����)�������� % ��+~���*	���- �)�ª�{j���������)_��	��_	��)	�� % ����� ¹ ��n_�)�~�
	���� §¦	��
 �)_���¥�������}�)	���k� % ���*���q�~���
	��
� i aY�*� % 	�- % 	������sb}p��)���
�� ¹ �j� % ����� ¹ ��n��)�w�)	����L§¦����*���)����k� % �~�
���¥j�����]��+���-q�)���*	��
�
j a¡-j���*���- % 	��_����b¯¨
�k���*t¡���
�]��-ã�~�Ìo���¯0®�¯0�7¯±´]��� % ��n % �~�
	�������tc�
��!� % �����)�*����	��v�,�)�
n_���)n_�
�!�~tF��

1−x
Öë�

x
����/

3
a x = 0.03 b

n��*	��������
n��k��� µ³��� %�% �]���
���-(p�����-�n��
��-ª�
����j���)�~�¥�}�)���*���)�n��y���_�)��	�����-�	��Á�q�¥��-�� % �������*�����
	��~�)�
�)���
��o�L���_������	��)����¨

$ +��~�
	¸�w�)	����j� % �¥�}�)���-�§��~�Fn��*��-]	��������w«*n����}�)	�����§¦	��)]���¥��-�� % �������*�����*	¸�~�
�®�)���)_�=�����*�
	���n % ���
������
	����E��t`�
��¦�L�~��������	��)���¢�)�o�����¥��nz�)���)������
��n��_-¥�,�{�~�
�=�~t`�
��¦�
� % t¸µ �
�)�����k��-��¥�����_���)	����`� % ���*���(¨
· �E	��ct¡��n��_-¥�)��~�h�)��=-���n�� % �¦�}|z�{j���_����pz�¥���{j����	��
�H�]��-�	��~�)��-]�����
����_�s���*���*�,µ³����	�����k���E�������	�����p
	���	��������]�`�}�)	��)	�����§¦	��
��
��]����	��
�����`���
�~µ % 	��~���}|z�{j���_���¥	����)���
�����
	����±�&§¦�	 % ���)���t¡���*�¥�����*�
�
���_� % �
	��_���
�����
���c�)��=��	��_-�	������������*����p��
�� % �~�*�)���»�
����-_�E�
�otY�s+����E��� $ ²����
�
���������¥�����F�~t`�
�� % �~�*�)	�����p��
�n��
% �W§F���*	���� EB ¨

$&% �
��pj§F� ¹ �_-��)��~���
��y���}|��*µ ���s�~�
���,��	����
���
�����
	�����j�������L��«*���=��3±�����������
��y�*�{�~��	 % 	��³�¥��t»�)_�
x m ��£ �,�{�~�
��p��
j���*� % ���*��-�n_��	��_�v�)_����	���-�	����v�������*���]���]���F�!n��{q���F�otY�~���)���F��t`�)��*����	����)��=�s���*�
��t»�������/

3
¨

m �	���p���W§®�}+�����p�	��¢�_���c���_��n�����
��-����,�)�
�W�v�)����*� % t¸µ×�)�
�����k��-��,�{�~�
��-(p����_-�§®��t¡��n_��-��)����k� % ���
���
�)���`�E�*�)��� % �E§¦	��)��¦��	���-�	��_���������*���y��tN"_¨�ûF�]����¨ m �	��Z	��¢�~���
�����Z§¦	��)o�)��F�������
���y���~	��y��t EB = 0.1

�]���Åt¡��n���-����q�
��vr�² m ��� % ��n % �~�
	����±¨ m ��v��3±��������t¢�
��Å~ m ����n�� % 	�����	��¦�
�¥� %�% §¦	��
��������_�
	��¥� %
-�	��*�)���*�)	����ã��t Q = 0.1 ` p(�����]�j���
��� % �!�)���
���-�	��,�)���,�)	����ã	��ÁÖë������/ 3

¨ m ����¥�������}�)	����¥���¥�����
µ ≈ 7 µB

����� t¡���!�
��q�
�}+�����µ³�
	��)�qt¡���*�
���¥�����_���)	��L�*� % n_�
	����±p¢§¦����*������� t2g 	��!�
n��
����- ���¿û_1�" ◦ p
ü2*



�����*������§®� %�% §¦	��) �
��L+~� % n_����t��)_�q�L���������
	��]�¥���]�����vt¡��n���- �}|z�k���*	��]�����{� %�% ����� Õ ��n��]��	����.���
o+�qpz\ #J�J^R¨
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· �Á������� % n��*	����±p · �
�� %�% �*n��¥�¥���*	���v�)����¥��	��Ç�*���
n % �)�o��tE�)_	��o-�	��*�
���*�{�w�)	����ã�)�	��o�
����*	��y����§F� %�% �~�
�
n_�������,�¢�_��§ -�	��
�����)	������P��tz�
���
�����
�{!t¡���(�)��h	��*�
n��E��t��)��E	����
���)�~���)	������k���³§F����� % �~�*�)	����h����-y� % �����
�
���_�
	����*� % 	�-���¨

m ����
�������_-ª�{j�~�_�)����	���-��}+����
��-��)�L�
���-�	��
��n_�
�
	����Ç��th�)_��+��~�
	���n��&�]���
��z-_�&�)j�w��§®���
��n��*��-
�)�Á���_�)��	�� �
����¥��	�� �*���*n % �
�¥��t=�)_��§F���
�N¨ · � �j���,�)	���n % �~��ph-����_�
	��³� t¡n_�����
	����j� % �)������*� ���_- �)_�
+~���
	��~�)	����j� % Öë���_�~µ ²¢	��
�*��+��]���
���-L§®���
��-_	��
��n��
�*��-�	��L�
���]�&-��}�{��	 % p����®§F� %�% �~�®�)���Hjÿ����!���	��
�þ=������µ
��n_�
�����_�
�����
���9n��
��-q����)�������]��n_�)���)����¯|z�{j��������	����)���
�����
	����L	����*��+����)� % 	����,�{����������¨ · �q�{����_�)���
�)_�
����§F��-�	��*��n��*�o�
���� % �����
�
����µ³���������������n_� % 	�����	��Á���³§F�~µ³�*	��)���,���*�)����¨ · ��§®����t¡��n��_-Á�
j�~���)_�
����n�� % 	������*	�����	 ¹ �s�~��� % �]�
��-�n������¦�)����¥�������}�)	��&�}|z�{j�~������t¡�
���Þ�)_� t cos θ/2

$ �_-����*�
���zµ³�&���*�����s§®�
% 	��¥	��s¨ m _���L�~����	��
n�-��y��tc�)_�!�s|��z�����Ç	��*���)���`�v�'3`������§��~�����,�)	��¥�~�
��-Ç���_-��)��v	��*���)���k�!�¯|z�`���_�����
§®����t¡��n���-��)�]�����*����§¦	��
��}|z�`���
	��¥������¨

m ��y�'3`�����=��t��)_�y� % �����)�*���zµ ���������������n�� % 	����!�����
��o�L�~�������
	���	����)���
�����
	����q	��q�s|_	�-�����§®����pN	��
���������
� % pW�)�¦-��
���¥�~�)	��s� %�% �=-������
�����
�h�)��h�,�)�
�������
!��t��)��h����n�� % 	�����¨ m �	��ë-������
�s�~�
�E�����]�����������
���
n % �
��tP�³§F���
���j���)�w�)���'3`���}�)���»�)�� ¹ �
�*��	��®-_n����)�!�
����*��-�n�����-�����_��	����!-�n��&�
�!�)�� % ���_���)�����	��_�!��të�)_�
�{����¥	��s� % �`���_-(¨ m �	���j�����k�����ª�������*	�-����
��-����Áxzn±p�xz�{��
	��'3`����pë����-������������o	��ã�)_��	��&��� % �����
�~�)��-
�j���k���*��¨]\��2*_pw��?M^ $ �*��������-(p��~��- �
�	���	����)������*��-����]	����������'3`���}�L	�� �]���,���)�)�~���
	��)	���� �W|z	�-�����pF	��
�)_�L�������k���
�~�)	�+��L-z�z�����¥	��s� % ~���_�zµ m � %�% ���y�'3`���}�s¨ m ���~������µ m � %�% ���o�'3`���}����	�+����v�
	��
�¥�
�ã�
���¥�]��t
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�)_�¥�]���
��	����
���*���*�
	��������*���`���*�
	����y��tF�)�� m � �s|z	�-����!���_-b	��o-�	��
��n��
�*��- 	��Á���*�s�~�y-��}�{��	 % 	��Á�L�����
�
�}t¡���*����������¨F²j���¦�������z-��
��n��
���y�*���y�
�}t¡���
�������À\�*� M^R¨

/&�)������������
��º�n�������������tZ�)��o� % ���}�)�*���zµ³�_�������������n�� % 	������)j�w�=§F�!-_	��
��n��
�=	����)_	��¦�*�
n�-_��	����)_�
	��*���)���`����3±��������tZ§¦_	��{�§®�yj�s+��y�
�������¯|_���¥� % ���¦	����k���
��{j�~�_�)���
�¦�)��*���y����-�t¡��n���¨ m _�v	��
���
���`�
�'3`���}�E�L�s���k�¦-����*���*	��k��-]�
	��]� % �����»�
��¦�
�	�t¤�sp����h���*���
n % �E��tN�)���+~���*	¸�~�
	������~t`�
����s|z�������L�¥���
��p���t
�)_�y���
	��)	���� % �
���]�`���)�~�
n��
� Tc �w��§¦�	��{��)��v���}�{� % µ · ���*n % �w�)���E�)�)�~���
	��)	������{���~���=� % ��������¨ m _	����'3`���}�
§®���¦�����
���*+���-��
�]�k�on���n��
n�� %�% � % �~�
����	��q�
��+����
� % �¥����������	��
����¨�\  �#�p�*!?8^R¨

$ ���~�)����=�¯|_���¥� % ����t¢����	��*���)���k���'3`���}�¦§����=� % �
��-�	��
��n_�
�
��-�	����)��o��	��{��� % �~�)���<aY�{j���z�)����t¡��n_��b}p
§¦����
�y	���§®���¦t¡��n���-q�)��~�=-������
�s�~�
	��_�]�
��o�L���*����t��)��o	����
���
�]��-_	¸�~�
� Õ ��	�����¯0®�°�
s�·oM�_�·¹��)��o�¥���~µ
���}�)	��y�}|z�{j�~������¨ m �	�����3±������§����=t¡��n���-��)�]�`�y�
�¥� %�% p���nz�&�]���
�y	��]�k���*�)����� % ��pz�
�L�k�v���_�`���*	��
�o�
�
�)��~�!	��ª�
��L�¥�������~��	��
����¨ m _	��!	��yt¡��n���-ª�
�ã�k�¥����n��
��- ���ª�
��¥���~�)n��*�L��t®�)��¥� % �����
�
���zµ ������_���
����n�� % 	�����§¦�	��{��)�������o� % ������+�	h� % ����� Õ 	�µl/&µ Õ �wµl/�µ Õ 	ë�*n��`���
�¯|_�{��������¥�j�~�)±¨Ò©ª��j�s+��¥� % �*�q���,�)	�µ
�¥�~�)��-��
��v��3±��������t¢�
��y� % �����
�
���zµ ������_��������n�� % 	����������)��y�¥�������}�)	����¯|z�{j�������!����-�t¡��n���-��)j�w�
�)_���}|z�{j���_���q	��v�������*	�����	 ¹ �s�~��� % ���]�z-_	 ¹ ��- ���ª�
�	��v����n�� % 	��_��¨�©ª�L������� % n�-��Lt¡�*��� �
�	��v�
���
n % �
�)��~�!	��y	��yn�� % 	���� % �ã�
j�~�y�)��]� % �����
�
����µ³����������b����n�� % 	�����	����
��L����n��
�¥��t®�
��Ln_��n_�
nj� % �¥�������}�)	��
���*���`���*�
	������~tZ�
��o	��
���*�)�*n����
n��)� % Öë	 Õ 	z/

2
¨

m �� ¹ t¤�)o�{j�~�_�)���ë§®���ë-��}+����
��-v�
���)��h�,�)n�-_����tz�
��c�¥�������}�)	��¢�`� % ���
����	�� % ��§�µ -����k��-v�������/
3
p

§¦����
���~����	���§F�®�,�)n�-_�o�
��F��3±�����Z��tj� % ���}�)�*���zµ³�_��������y����n�� % 	�����¨ m �	��Z��3±�����»	������*�s���*���ë�)��E��	���-�	��_�
���_���
�~�ª�~t��)��]�¥�������}�)	����k� % �~�
���Á����- % ���s� % 	�������)_�L� % ���}�)�
����	���§®�W+���t¡n��_���)	����(¨ · � �~-�-�	��
	������)_�
�'3`���}����t&�)������}|��*µ ���s�~�
���,�*µ ����	�����`���]����_	�����§®��t¡��n���- �)�b��W+��Ç�ª-_���*�)����	 % 	��	����Ç��3±�����L���¿�)_�
�¥�������}�)	��&�`� % ���
���(¨

ü�ü
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m �	��¦�����k����-�	¶|�_���`�����)���k�o���q	��]�`���*�{�~������-�-�����-�n��9�)���)_���L��	��L�k�z-z����të�)_��-�	��*�
���,�{�~�
	������~�
§F� %�% ���¢��n��*��t¡n % �
��t¡���
�������®t¡�����
��®�*�s��-�����¨ · �»���W+����
�¢�
���]�F+����*�v�j���*	��h�)���_	������
n_�{����¢�����¥�!n_�{�~�
	����
�
� % �~�
	����_��pj����§F� %�% �~�=�*���]�y�]���*�v�~�
�s�~���o�
n���«*�����
�&�
n_�{Ç�����)��vÖë�����'����=-�	¸�~�����j� % 	���~�)	����L�*�{����]�
����-��)_�ÇH t¡���*�¥	����zµ³�*	�����þ=	��
�*n���¨

Ë ÒGÓ Ì Õ.��Ú�áäô��ÍZxûGÛ�Ú�áäôÎ%PÝ�Ú�áäô��%Û�Ú�ÕÅ× Ü'å¸
 Û�Ú;ônÜ�æ ÷ û�á�× á�Ý�Ú��
m ���x % �~�)�������_-ÌE����,�)���ta ûWü�#J�!by	����
���,µ³�~�)���¥	��¥�¥�~�)�*	�|Á� % ���]�����
��������t¡n��_���)	���� ��t¦�)_��-�	��*���}�)	����
�����
	��_��� l, m, n �`�}�³§®�������)����³§F���~�
���¥�®	���+�� % +���-�	����
��o������_	����]���*����	�+��������
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Es,s = Vssσ

Es,x = lVspσ

Ex,x = l2Vppσ +
(
1 − l2

)
Vppπ

Ex,y = lmVppσ + lmVppπ

Ex,z = lnVppσ + lnVppπ

Es,xy =
√

3lmVsdσ

Es,x2−y2 =

√
3

2

(
l2 −m2

)
Vsdσ

Es,3z2−r2 =

[

n2 − (l2 +m2)

2

]

Vsdσ

Ex,xy =
√

3l2mVpdσ +m
(
1 − 2l2

)
Vpdπ

Ex,yz =
√

3lmnVpdσ − 2lmnVpdπ

Ex,zx =
√

3l2nVpdσ + n
(
1 − 2l2

)
Vpdπ

Ey,xy =
√

3m2lVpdσ + l
(
1 − 2m2

)
Vpdπ

Ey,yz =
√

3m2nVpdσ + n
(
1 − 2m2

)
Vpdπ

Ey,zx =
√

3lmnVpdσ − 2lmnVpdπ

Ez,xy =
√

3lmnVpdσ − 2lmnVpdπ

Ez,yz =
√

3n2mVpdσ +m
(
1 − 2n2

)
Vpdπ

Ez,zx =
√

3n2lVpdσ + l
(
1 − 2n2

)
Vpdπ
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Ex,x2−y2 =

√
3

2
l
(
l2 −m2

)
Vpdσ + l

(
1 − l2 +m2

)
Vpdπ

Ey,x2−y2 =

√
3

2
m
(
l2 −m2

)
Vpdσ +m

(
1 − l2 +m2

)
Vpdπ

Ez,x2−y2 =

√
3

2
n
(
l2 −m2

)
Vpdσ − n

(
l2 −m2

)
Vpdπ

Ex,3z2−r2 = l

[

n2 − 1

2

(
l2 +m2

)
]

Vpdσ −
√

3ln2Vpdπ

Ey,3z2−r2 = m

[

n2 − 1

2

(
l2 +m2

)
]

Vpdσ −
√

3mn2Vpdπ

Ez,3z2−r2 = n

[

n2 − 1

2

(
l2 +m2

)
]

Vpdσ +
√

3n
(
l2 +m2

)
Vpdπ

m �� V ÑÒ�=���
���{�~������t¡�
��� �)_�y�*� % 	�-zµ³�,�{�~�
�&�{�~� % ��	����*��t¡���
���_���À\ý M^��~��-����
�o��	�+��������

Vll′m = ηll′m
~

2

md2
Vldm = ηldm

~
2r

3/2

d

md7/2 Vddm = ηddm
~

2r3
d

md5

ηssσ = −1.40 ηsdσ = −3.16 ηddσ = −16.2

ηspσ = 1.84 ηpdσ = −2.95 ηddπ = 8.75

ηppσ = 3.24 ηpdπ = 1.36 ηddδ = 0

ηppπ = −0.81

V1 =
εp − εs

4
, V2 = 2.16 ~

2

md2
V3 =

εcp − εap
2

V h
2 = 4.37

~
2

md2
Wd = 6.83

~r3d
mr50

Ë ÒsÑ �IÕÅÙ�ô�Ú�à ^Ïô��9áäô�\ ÕÅÝ&�%øúácã¼á�Ý�áäônÛ�Ú�á¸'¶áäô�Ú�Ù9ô¬ÏtÛ�Ú�Ü�Õ<Ý �Öà9ácÕ�ô¬�
©ª��§¦�
	��
� m ��q�)�~�{� % �&���]	 % �)����	����ª��� H = diag(H) ∗ 1u + V §¦����
� diag(V ) ≡ 0 ¨ m j�~��	��
�)_���`���*�)n_�
�j�~�
	����L	��®�
����+3Nµ³-�	��������j� % �~t��
��o�&�~�¥	 % �)����	¸���±¨ m _�y�k���,�)n��*�j�~�
	�+��&�����*�
���}�)	���������të�)_�
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% �W§F���,���������*�����*�)�~�)�on��q�
�]t¡��n_�*�)����*-����=���*���)����

E1
n = Vnn

E2
n =

∑

i6=n

|Vni|2
E0
n − E0

i

E3
n =

∑

i,j 6=n

VniVijVjn

(E0
n − E0

i )
(
E0
n − E0

j

) −
∑

i6=n
Vnn

|Vni|2

(E0
n − E0

i )
2

E4
n =

∑

i,j,k 6=n

VniVijVjkVkn

(E0
n − E0

i )
(
E0
n − E0

j

)
(E0

n − E0
k)

−
∑

i,j 6=n

|Vni|2 |Vjn|2

(E0
n − E0

i )
(
E0
n − E0

j

)
1

E0
n − E0

i

+
∑

i6=n

|Vnn|2 |Vni|2

(E0
n − E0

i )
3

−
∑

i,j 6=n

VniVijVjn · Vnn
(E0

n − E0
i )
(
E0
n − E0

j

)

[
1

E0
n − E0

i

+
1

E0
n − E0

j

]

Ë Òuö � Û¼Ýtå�üäÕ �ùøúÜ'Û¼ã¼ÕÅÝ�Û�û'Ü�ücÛ�Ú�Ü'Õ<Ý ZÀåwà9á�× á

m �������� % ��t¦�)_	����]���)_�z- 	��!�)�Ç�*��-�n������ % ���
�����*���]�¥�}�)�
	����¥�~�)�*	�|Á�)�ã�
�
	�-_	¸�������j� % t¡���
��p»�)_���
-�	��������j� % 	�����)��y�
���
n % �)	����L�¥�~�)�*	�|�	��ã�]�
n���µ³�
���������~t % �W§F����-�	��]�����*	����±¨®©b�v�*�)���*�������{_�z���*	����L�
+������
��� |Ψ〉 �
n��{��)j�w�

|Ψ〉 =
N∑

j=1

c1,j |φj〉
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§¦����
� {|φj〉}j=1,N
	����b�����¥� % ���
���j�~�
	��¥�
�}�s¨ m ����(p¦�
��º�n������)	¸� %�% ��p�§®�Ç��� % ��n % �w�)���)�� ¹ �
�*�¥t¡��§

Öë�����'����¦��n����k���*�

g1,k =

N∑

j=1

c1,jHk,j

d1 =
N∑

i,j=1

c1,ic1,jHi,j

f2 =

[
N∑

j=1

(g1,j − d1c1,j)
2

]1/2

c2,j =
1

|f2|
(g1,j − d1c1,j)

m ��o���¯|z� k + 1 ��n��!�`���
�����
����� % ��n % �~�
��-����¦�
n_�{

gk,j =
N∑

l=1

ck,lHj,l

fk+1 =

[
N∑

j=1

(gk,j − fkck−1,j − dkck,j)
2

]1/2

ck+1,j =
1

|fk+1|
(gk,j − fkck−1,j − dkck,j)

dk+1 =

N∑

i,j=1

ck+1,ick+1,jHi,j

Ë Ò	þ �Iáäô�× Ü�Õ<Ý �;Ü'ã<Ý Ð�Ø9ô�Õ.Ï�û�á�× ëwÒ

©Ð����������¥�_n_�)	������L�~�
�
	¶|�� % ���]�����
��	��q�)��o������n��j�~�
	�������n����k���¦�
�����
���
�����)�~�)	�����	���	��=�_�������
�
���*�
�)���)�����o�)��������]��n_�{�w�)	����q�
� % �~�)	��������~tZ�
���t¡���
�]	����q���`���)�~�
���
��	����)�]��������n����s¨ m �	��¦	��
�*n��o	��
�
	��¥	 % ���h�)���
j�~�=��t��)��o�����*�L� % µ³���
-����
	��_�!��tZ���k���)�w�)���*��§¦����������]��n_�
	������
����)	��]�}µ ��+�� % n_�
	����L��t»�
�¥������µ �`��-_���&���]	 % �)����	����(¨ · ��§¦��~��t¡� %�% �W§¦��§®�o-����
	�+��y��t¡���*��n % �v�)�������¥��nz�)���)���t¡���
�]	����q�*	����
t¡���¦�������*��	��
�)���,���j�~	�����tZ�*�)�~�)����	��q�)��o������n_�j�~�)	����q��n����k���¦�
�����
���
�����)�~�)	����(¨
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®�����*	�-������³§®�]�*�)�~�)����	����)��o�¥������µ �`��-_����	 % �`���*���*�j����� |ψ〉 ����- |φ〉 �*n��{��)j�~�

|ψ〉 = c†i1c
†
i2 · · · c†iS |0〉

|φ〉 = c†j1c
†
j2 · · · c†jS |0〉

· t��)�� {ik} �~��- {jk} ���
�y� %�% ��º�nj� % �¯|z�����z�&���_�y����	���aY����§®��n % -�������n_�=	��q�)��o�s�~�
�o��t¢����� % �����)�*���
����_��	������k���³§F�������³§F�L�*�)�~�)����b¯p��)������
����*�y�¯|z	��*�
�&���j�~	�� (M,N) �*n��{��
j�~�

〈φ| c†McN |ψ〉 = ±1 a $ ¨�û8b

m ��o�
	�������t��)��o���*���
�=���*�z-�n_���¦-����`����-��&�����
��o���
����	��
�o���
-_���¦��t��)��o�j��	�� (M,N) ����§F� %�% ���¦���
�)_�y������n��j�~�
	�������t��)_�y�~���
� |ψ〉 ���_- |φ〉 ¨ · ��tY���}�¦	��¦	����k���*�
	�� % ���)��-����
	�+��y��t¡���
��n % �!�)�
-��}�)���*�¥	������
n_�{ã���
	����qt¡���¦� %�% �*�{�w�)���=���_-�� %�% �j�~	��
� (M,N) ¨»©ª� ¹ ��-

〈φ| c†McN |ψ〉 = 〈φ| c†McNc†i1c†i2 · · · c†iS |0〉

= (−1)1 〈φ| cNc†Mc†i1c†i2 · · · c†iS |0〉

= (−1)ik+1 〈φ| cNc†i1c†i2 · · · c†ikc
†
M · · · c†iS |0〉

= (−1)
PM

j=1 ψ(j) 〈φ| cNc†i1c†i2 · · · c†ikc
†
M · · · c†iS |0〉

= (−1)
PM

j=1 ψ(j) × 〈φ| ciS · · · cik · · · ci2ci1ciN c
†
i1c

†
i2 · · · c†ikc

†
M · · · c†iS |0〉

= (−1)
PM

j=1 ψ(j) (−1)
PN−1

j=1
φ(j) ×

〈φ| ciS · · · ciN cik · · · ci2ci1c†i1c
†
i2
· · · c†ikc

†
M · · · c†iS |0〉

· t�§®�y-�� ¹ ��� Sl �
n��{��)j�w�s�
Sl(ψ) =

l∑

k=1

ψ(k)

m ��o����_��	������
���
�Ó	����)_���

〈

φ
∣
∣
∣c

†
McN

∣
∣
∣ψ
〉

= (−1)SM (ψ)+SN−1(φ) a $ ¨  +b
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